5. VYPOCTY V TRIGONOMETRICKE] SIETI S VYROVNANIM METODOU
NAJMENSICH STVORCOV

Kapitola obsahuje problematiku zhustovania bodového pola s vizbou na dané (vztazné) body

o znamych suradniciach (y, x). Vztahy na vypocet smernika hlavnej polosi strednej elipsy chyb y
a vztahy na vypocet vel’kosti polos a, b strednej chyby elipsy sid uvedené v kap. 6.

5.1 Pretinanie napred smernikmi

Novy bod P(y, x) je ureny pretinanim napred z bodov Py, P,, ..., P, tak, ako je vyznacené na
obr. 5.1. Na danych bodoch st odmerané osnovy smerov na viaceré body, ktorych sdradnice si zndme,
a do osnovy je zaradeny aj smer na ur¢ovany bod. Osnovy vystredime na stred a ciel’ a orientujeme.

Vysledkom sd odmerané smerniky na danych bodoch P; o, o, o4, ..., &, ktorymi uréujeme

polohu nového bodu P aich védhy py, ps, ps, ..., pu,. Smerniky ¢ neurcia polohu bodu jednoznacne.

Pretnd sa vo viacerych priese¢nikoch a vytvoria odchylkovy obrazec. Ulohou je uréit vyrovnand
polohu bodu P.

Py

a 3 Py

Obr. 5.1. Pretinanie napred smernikmi

Nezndmymi veli¢inami s stdradnice bodu P. Smerniky ¢; su sprostredkujicou veli¢inou, ktord

meriame. Sdradnice bodu P uréime vyrovnanim sprostredkujicej veliCiny smernika - ¢;. Urcujica

rovnica pre vyrovnany smernik o je

Y=Y

o, =arctg ——
x—

=f(y.x) . (5.1)

I

Opravené odmerané smerniky a opravy su:

a; +v, —arctgy Ji :fi(y,x),

i

v, =arctg 221 — g, . (5.2)
X—X;
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Vyrovnané sdradnice y, x vrovnici (5.2) nepozndme. Nahradime ich pribliznymi sdradnicami,
ktoré vypocitame zneopravenych smernikov. Vztah medzi vyrovnanymi stradnicami y, x
a pribliznymi sdradnicami y,, x, vyjadruji rovnice

y=y, +dy, xX=x, +dx . (5.3)

Rovnice (5.3) dosadime do funkcie f(x,y), ktoru linearizujeme rozvojom do Taylorovho radu. Za
predpokladu, Ze doplnky dy a dx su malé, mdZeme druhé derivicie vynechat

)+af,.(y0,x0)dx+ af,-(yo’xo)d

ﬁ(y,x):ﬁ(yo+dy,x0+dx):fi(y0,xo y+..
Vo ox,
Parcidlne derivicie funkcii fi(x,y) su:
afi(y,x): 1 (xo_xi) :(xo—xi):cos(pi
dy v Y (x-x) s,-2 s; ’
0 1+(y0 ylj ( 0 l)
Xo = X;
of (v, y) _ 1 ~(vo=3)_ (o—y)_ sing,
ox v ) (=) s,-2 s '
0 1+(y0 ylj ( 0 l)
Xy = X;

Ak oznacime priblizny smernik vypocitany z pribliznych suradnic yo, xo @

0. = f.(y,.x,)=arctg 20— ¢ (5.4)
Xy — X,

prejde rovnica (5.2) po linearizacii na tvar

=P gy it —ar, (5.5)
S. S.

l 1

V.

l

Tym sme nahradili v rovniciach oprav vyrovnany smernik pribliZznym smernikom. V rovnici (5.5)
si nezndme iba dy a dx. Ozna¢me

Cos @, sin @,
a, =t , bi :—l,

S S .

1 1

=9 —-«,. (5.6)

1

Opravy smernikov v; su v uhlovej miere. Koeficienty a;, b; pocitame s dlzkami v milimetroch.

. .~ 2000000
pe =,

Koeficienty a;, b; prevedieme do uhlovej miery prendsobenim s o
/4

COS¢i cc Sin¢i cc
=—Lp*, b=- pe.
S S.

l 1

t.j. a,

1

Potom vSeobecny tvar podmienkovych rovnic bude
v.,=ady+bdx+/{, . (5.7)

Je to dolezity tvar rovnic oprav. Vyskytuje sa vel'mi Casto i v d’alSich vyrovnaniach. Symboly a;
b; st smerovi sicinitelia (koeficienty) a ¢len ¢, je rozdiel pribliZzny smernik minus merany smernik.

Ak rovniciam (5.7) priddme vihy, dostaneme systém n rovnic:
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v, =ady +bdx+/, )2
v, =a,dy+b,dx+/, D,

v,=a,dy+bdx+ /0, D;
Viéhy ur¢ime podl'a vztahu (3.7)
t

P=rir

(5.8)

kde ¢ je pocet smerov pouZitych na vypocet odmeraného smernika (orienticiu osnovy smerov).

Aby bola splnend podmienka vyrovnania MNS

v'Pv = min.
musi byt
ov' Py
=0.
oz

Rovnicu (5.8) zapiSeme v maticovom tvare

Vi) = A2 Zea T -

Vi a, b, t
v, a,b, dy l,
kde V = ) A i . 1) Z = ’ ‘e n = . ’
(n.,1) (n.2) (2.1) dx (n.1)
vn anbn gﬂ

0 pyp 0 0

P,.)= : ,V(len)=|v1v2...vn

n.n)

0 0 0 p,

Podmienku minima v rovnici (5.9) splnime ak ju zderivujeme a poloZime rovnu 0

T T
OV PV [0V | 2ATPY=0 .
0z oz

Po dosadeni rovnice oprav (5.10) do rovnice (5.11) a po tprave dostaneme
A"PAz+0)=0.
Normadlne rovnice v maticovom tvare
A" PAz+A"P2 =0
a vektor oprav pribliznych siradnic je
2=—(ATPAJ'ATP L= —N"'A"P ¢
Vyrovnané suradnice bodu P su

y=y,+tdy a x=ux,+dx .

5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)
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Vyrovnané smerniky s o, = &, +v, ,
o,=a,+v,,
(5.15)
o, =a,+v, .

Stredné chyby stradnic m, a m, vypocCitame z jednotkovej strednej chyby (aposteridrnej)

T
Oy =1~ Pv. (5.16)
n—k

kde n je pocet meranych smernikov a k je pocet nezndmych (nezname st y, x, t. zn. k=2),

m,=0,,/0, ., m =040, - (5.17)
Viahové koeficienty Q,, a Q,, su v matici vdhovych koeficientov
Q “N. = ny ny

22) = N(@22) T :

(2.2) (2.2) 0, 0.

Vypocet kontrolujeme vyc¢islenim sigmovych skdsok J; a 2, medzi ktorymi platia vztahy
27 = 2. Pri maticovom postupe vypo¢tu dy a dx sigmové skiska 2 sa neuplatiiuje. Sigmové
skdsky pocitame zo vzt'ahov [2]

Ji=Jpaldy+pbldx+3pll={"PAz+{"PL,
S =V Pv. (5.18)
Sigmové skusky J; = 2, kontroluja:

- spravnost’ zostavenia koeficientov normélnych rovnic a vy¢islenie 2p 77,

- vypodet oprav V' Pv.

Stredna elipsa chyb

Smernik hlavnej polosi strednej elipsy chyb vypocitame podla rovnice (6.15)

2) ab 1 20,
Z =—arctg Gy

Y=—arctg——"——— S —
2 > bb-Y aa 2 0.-0,
Velkost polosi strednej elipsy chyb vypocitame podla rovnic (6.27).

2
Clz :O-TO(Q” + Qxx + (Qxx - Q)‘)‘ )2 + 4Q}2* ) ’

b’ :%g(ny +0. _\/(Qxx _ny)z +4Q§x] :

Geometricky vyznam koeficientov a, b

Rovnicu (5.5) mdzeme odvodit’ aj geometricky. Vzhl'adom na rovnice (5.15), rovnicu (5.5)
prepiSeme na tvar

sin @

Cos @, dy—
. S

1 1

o, —¢, =do, = ~dx, (5.19)
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kde d¢p znamend rozdiel vyrovnaného smernika minus pribliZného smernika. Na obr. 5.2 sud

vyznacené obidva smerniky a k nim prislusné body P(x, y) a P(xy yo).

| R0

Obr. 5.2. Geometricky vyznam koeficientov a, b

Podla obr. 5.2 moézeme pisat’ IP =5; =10,

OB OA
Gi_¢i:d¢i:7+7’
i Si
OB =—dxsing, ,
OA=+dycos @, ,

sin @. COS @.
_Sng dx + i dy
S. S.

l l

dp, =

1

(5.20)

(5.21)

Priklad 5.1: Pretinanim napred smernikmi vypocitame vyrovnané siradnice bodu 12 (obr. 5.3). Dané
su stradnice vztaznych bodov Pi(y; x;), kde i = (11, 78, 160, 64, 38, 150), odmerané smerniky ¢,
zo vztaznych bodov na uréovany bod 12 apocet smerov ¢ pouzitych na vypocet odmeraného

smernika.
Dané udaje Tabul’ka 5.1
Cislo bodu y X 12 t;
! [m] [g]
11 483 730,88 123761,96 357,7698, 2
78 481 744,05 1231 125,62 72,8771, 2
160 481 206,09 1232 444,99 125,1658, 4
64 482 501,12 1233 329,15 181,0932, 5
38 483 916,63 1 232 896,28 241,49104 4
150 484 986,26 1231 801,82 296,6120, 5
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Na vypocet koeficientov pretvorenych (linearizovanych) rovnic oprdv a, b, ¢
priblizné sdradnice bodu 12, ktoré sme vypocitali

§150,12

11

0 5

10

15 [mm]

Mierka strednej elipsy chyb

481
-

o 78

Obr. 5.3. Vyrovnanie stiradnic bodu 12 pretinanim smernikmi

v priklade

4.1

£ X4

eecl

pouZijeme

Yo = 483 000,91 m,

xo=1231696,05 m. Vypoéitané hodnoty ¢ (5.4) dizky so; a koeficienty a; b;, ¢; st v tabulke 5.2.

Tabul’ka 5.2
Cislo bodu o Soi COSP o |, sing, .. | li=¢ —, ti
i= i = pi=—
i [g] [m] Soi Soi [ec] iy
11 357,7702, 1185,48, +0,423131 +0,330667 +3,7 0,666666
78 72,8765 1380,24, +0,190620 -0,420003 -5,8 0,666666
160 125,1663, 1944,81, -0,126058 -0,302097 +5,3 0,8
64 181,0932, 1707,86¢ -0,356439 -0,109084 0,0 0,833333
38 241,4910¢ | 1509,66, -0,335260 +0,255788 -0,3 0,8
150 296,6116, | 1988,16¢ -0,017035 +0,319751 -4.2 0,833333
Matice A, £ a P maji tvar
+0,423167 +0,330622 +3,7
+0,190620 -0,420003 -5,8
-0,126058 —0,302097 +53
Ao = Aoy =
-0,356439 —0,109084 0,0
—0,335260 +0,255788 -0,3
—-0,017035 +0,319751 —-4,2
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0.666666 0 0 0 0 0
0 0.666666 0 0 0 0
0 0 0.8 0 0 0
Pie) =
’ 0 0 0 0833333 0 0
0 0 0 0 08 0
0 0 0 0 0 0,833333

Vektor oprav pribliZznych siradnic bodu 12 je :

2=—(ATPA) ATP o= [P ][ TO240mm]
dx + 0,035 mm

Vyrovnané suradnice bodu 12 su: y=y,+dy= 483 000,91 m + 0,002 m =483 000,910, m,
x=xo+dx=1231696,05m+ 0,000 =1 231 696,050 m.

Opravy vypocitame z rovnice (5.10)

+ 3,85
575
+5.2¢
-0,95°
-0,3%
415

T
Jednotkovd strednd chyba je o, = v P;’ = 68’Z75 =414, mm.
n— \

V(6,1) =Az+/{ =

Matica kofaktorov je

0.=N" = (ATPA)" = [ny nyJ ~ ( 2856 - 0,206J ‘

Oxy 0.) \-0206 2448

Stredné chyby sdradnic su:

m, =0,,/Q,, =4142,856 =69 mm,

m, =0,,/0,, =4142,448 =6,4 mm.
. Ly T 0
Sigmové skusky: A Pv= 0

3, = £"PAz + (P4 = -0,022 + 68,798 = 68,775
2;11 = VTPV = 68,775

Smernik hlavnej polosi strednej elipsy chyb podl'a rovnice (6.15) je:
1 20,, 1 2(-0,206)
W =—arctg =—arctg—————

————— =—arctg =2516%.
27 70,0, 2 2448-2856

Ked’Ze znamienko Q,, je zdporné hlavnd polos prechddza 2. a 4. kvadrantom.

Velkost polosi strednej elipsy chyb vypocitame podla rovnice (6.27)
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a’ =%5(ny +0. +\/(Qxx -0, )2 +4Q§x] 41242 (
=50,55

2,856+ 2,448 + /(2,448 — 2.856)° +4.0,206 j

a=7,1 mm.

o, 4,143
b* ZTOKQ”, +0,, - \/(Qxx -0, P+ 407, j (2 856 + 2,448 — /(2,448 — 2,856)” + 4.0,206° j
=406,
b=6,37 mm.

Strednd elipsa chyb je zobrazené na obr. 5.3.

5.2 Vyrovnanie bodu ur¢eného dizkami

Dané st stradnice bodov Py, P, ... P,, ktorych bod P(x, y) je uréeny dizkami s ... s,. Ulohou je
vypocitat’ vyrovnané suradnice bodu P(x, y), (obr. 5.4).

Ozna¢me vyrovnané strany S; a merané s;. Pre vyrovnané suradnice bodu P(x, y) astrany s;
platia rovnice

7 =(v=y) +x-x). (5.22)
Tieto rovnice musia byt splnené i pre opravené merania

1

s;+v, ==y, +(=x, P = £(y.x). (5.23)
P3 P4
53 S4
P(,%)
P37 o 2
8 Sn
P,
P

Obr. 5.4 Pretinanie napred dizkami

Z toho dostaneme rovnice oprav

(S N ) (5.24)

Zavedenim pribliznych sdradnic

y=y,+dy, x=x, +dx . (5.25)
prejde rovnica (5.23) do tvaru

s, +v, =fi(x0 +dy, x, +dx) . (5.26)
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Kvadraticku zavislost’ neznamych zmenime linearizaciou a to rozvojom do Taylorovho radu

)+ afi(y’x)dy+ afi(y’-x)
9o ox,

dx+...

£ (y.x)= f:(xg +dy, x4 +dx)=f.(yy.%

kdeje f;(vo.xy)=50=4/(yo =3 ) +(xy —x,)* je priblizn dizka ,

a i s 1 L - Ji .
M:_((yo — )i ) +(x0 —X; )2) 22()’0 - yi)=y0—yl=81n¢i )

9y, 2 Soi
o (y.x) 1 2 2\ Xy — X,
FEEE (o =0+ g =0 220y =)= = o,

ox, 2 Soi
Cleny rozvoja dosadime do rovnice (5.24)

— V. X, — X
v, =S5, + Yo = Ji dy+—"—Ldx—s,. (5.27)
Soi Soi

Ak koeficienty (v metroch) oznacime
a, =201 p 2T TNy . (priblizn dizka — meran dizka) (5.28)

Soi

1

Soi

dostaneme systém rovnic oprav
v,=a,dy +bdx+1{,| p,

v, =a,dy+b,dx+/,| p, (5.29)

v,=a,dy+bdx+/, | p,

Jednotlivé merania mdZe mat’ rdznu vahu. Ak pristidime dizke 1000 m napr. vdhu p = 1, potom
vaha p; dlzky s; bude

1000

i (5.30)

i

.

1

Pri merani diZok kalibrovanym elektronickym teodolitom presnost odmeranych diZok je prakticky
rovnaka bez ohl'adu na odmeranu vzdialenost’ ak s < 3000 m. Vtedy zavedieme vahu = 1.

Opravy vycislime jedenkrét z rovnic (5.29) a druhy krat z rovnic (5.24).
v,=a,dy +bdx+1, v, =8, -5
v,=a,dy+bdx+ 1, v, =S8, -5,
kde S; je dizka vypoéitand z vyrovnanych siradnic as; je odmerana dizka. Kontrolu vypoétu
vykondme sigmovymi skiskami 2; a 2 o ktorych plati 2; = 2 (5.17).

V d’alSom postupe vyrovnania postupujeme ako pri pretinani napred smernikmi. Zostavime
rovnice oprav (5.10) a vypocitame vektor nezndmych z (5.13). Vyrovnané sdradnice budd ako
v rovnici (5.14).

Stredn4 chyba pre jednotkovi vahu (dizku 1000 m) bude (v metroch)
T

Gy =~ Pv. (5.31)
n—2
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Stredné chyby vyrovnanych sdradnic vypocitame podla rovnic (5.16). Urcujice prvky strednej
elipsy chyb vypocitame podl'a vztahov (6.14) a (6.27).

Priklad 5.2: Pretinanim napred diZkami vypo&itame vyrovnané siradnice bodu 12 (obr. 5.5). Dané su
suradnice vztaznych bodov Py, x;), kde i = (11, 78, 160, 64, 38, 150), odmerané dlzky medzi

vztaznymi bodmi a ur¢ovanym bodom s; 1.

Na vypocet koeficientov pretvorenych rovnic oprav a,, b;, {;, pouzijeme priblizné siradnice bodu

12, ktoré sme vypocitali v priklade 4.1. Vypocitané hodnoty s,;, koeficienty a;, b, ¢; a vahové
koeficienty p; sd v tabulke 5.3.
11 _
A ) 3
p +
Sl > 78 1€
150 5150,12
1L +
160 +X
+ Teeur
0 s 15 [mm) © %
Mierka strednej elipsy chyb
Obr. 5.5. Vyrovnanie stiradnic bodu 12 pretinanim z diZok
Tabulka 5.3
C.b o Soi Si li =50, =5, 1000
a, =sin @, b, = cos @, oy,
I [g] [m] [mm]
11 357,7702, | 1185,48; | 1185,47 -0,615755 +0,787938 +17 0,843547
78 72,87655 | 1380,249 | 1380,26 | +0,910604 +0,413280 -11 0,724501
160 | 125,1663; | 194481, | 1994,80 | +0,922876 -0,385096 +11 0,514192
64 181,0932, | 1707,86¢ | 1707,84 | +0,292640 -0,956223 +26 0,585535
38 241,4910, | 1509,66; | 1509,68 -0,606571 -0,795030 -13 0,662392
150 | 296,6116, | 1988,165 | 1988,16 -0,998584 -0,053200 +6 0,502978

Matice A, ¢ a P maju tvar
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—-0,615755 +0,787938
+0,910604 +0,413280
_1+0,922876  —0,385096
| +0,292640 —0,956223
-0,606571 —0,795030
—0,998584 —0,053200

0,843547 0 0

0 0,724501 0

0 0 0,514192

0 0 0

0 0 0

0 0 0

s f(e,l) =

+17
-11
+11
+26
-13
+6

0

0

0
0,585535

0

0

Vektor oprav pribliznych siradnic bodu 12 je

z=—(ATPA) AP ¢ = (dyj :(

dx

2,03,
138,

Opravy vypocitame z rovnice (5.29)

16,8, mm

V((),l) =Az+/{ =

Jednotkovd strednd chyba je o, =

-8,5, mm
12,3, mm
25,2, mm
-15,3, mm

3,8, mm

v Py

o o O

0
0,662392
0

n—2 B

Vyrovnané suradnice bodu 12 su:

y=y, +dy=48300091m + 0,002, =483000,912,m

x=x,+dx=1231696,051m + 0,001, =1231696,051, m .

Matica kofaktorov je

Q. =(A"PA)" =N" =£

Stredné chyby stiradnic su:

m, =0,,/0,, =15,0,,/0.467 =103 mm,

m, =0,,0,, =150,4/0,599 =11,7 mm.

0
Sigmové skuisky: APy = (0] ,

ny QX,V
Qxy Qxx

0,467 0,038
0,038 0,599

|

o o o O

0
0,502978

—1/908141 =15,0, mm.
6-2
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3, = f"PAz + /"P0 = -11,399 + 919,540 =908,141,

2 = v'Pv=908,141.

Smernik hlavnej polosi strednej elipsy chyb podl'a rovnice (6.15) je:
20, 1 2(-0,038)

——— =—arctg————

0.-0, 2 0,599 — 0,467

Ked’Ze znamienko Q,, je kladné hlavna polos prechddza 1. a 3. kvadrantom.

Velkost polosi strednej elipsy chyb vypocitame podla rovnice (6.27)

l//z%arctg =16,628%..

2

2 15,1
a? = %O(Qw +O, + \/(Qxx -0, f +402 j :7(0,467 +0,599 + /(0,599 — 4,467)? +4.0,038> j -

=138,88,

a=11,8 mm.

2 151°
b? = %’(ny 10, (0, -0, ) +402 ) :7(0,467 +0,599 —1/(0,599 — 0,467)” + 4.0,038° j -

=104,17,

b=10,2 mm.
Stredn4 elipsa chyb je zobrazend na obr. 5.5.

5.2 Vyrovnanie siiradnic bodu pretinanim napred sucastne uréenym smernikmi a dlzkami

Novy bod P(y, x) je ureny pretinanim napred z bodov Py, P,, ... , P, pomocou odmeranych
smernikov &, &, ..., &,, a odmeranych dizok sy, s, ..., s, (obr. 5.6).

Obr. 5.6. Pretinanie napred smernikmi a diZkami

Funk¢ny vztah medzi siradnicami bodu P; a bodu P vyjadrujd rovnice

o, =arctgu= fo.,
X=X,
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s, =(y-v) +(x—xi)2)% = fs, . (5.32)

Rovnice oprav budi mat’ tvar

Vo = fo-i(yo +dy, x, +dx)_ai ,
v, = fs, (yo +dy,x, +dx)—s, . (5.33)
Vrovniciach (5.33) y ax s sdradnice urCovanc¢ho bodu P, ¢; je odmerany smernik as; je
odmerana dlZka, dy adx st vyrovnané stiradnicové prirastky bodu P, ktoré uréime vyrovnanim.

Za predpokladu, Ze suradnicové prirastky dy adx budd malé, funkcie f5 a f;; rozvinieme do
Taylorovho radu so zanedbanim parcidlnych derivacii vysSieho stupna

Jofo. ofo.
Vo = 0, (905 %0 )+ o, dy + yo. dx—a, ,
ay, ox,
Jfs. ofs.
ve= fi(on) +Loay + Biges, (5.34)
‘ y, ox,
V rovnici (5.34) su
Yo~ Vi afo-i Ax; Cos@;, . afo-i Ay, sin D
fo(yy, x,) =arctg=—" =g, i (M 0, =W _ S0P e
X, — X, ay, s; s, ox, s; s,
(5.35)
afvi Ay, . afsi Ay,
fsi(y()’x()):\/(yO_yi)2+(x()_x,‘)2:S,‘Oa T: 0 =sin @, 270:COS¢1.
Yo S; ayo S;

Po dosadeni rozvoja Taylorovho radu (5.35) do rovnic oprav (5.34) dostaneme pretvorené rovnice

oprav
cos @, sin @,
Vg = CosPi pedy— SINPi e iy + (p.—a.)=a.dy+bdx+1, (5.36)
S; i
v, = sin@,dy+cos@.dx + (sio —s,) =cdy+d.dx+k, .
V maticovom zdpise
Vo= AgZg+ Lg,
(5.37)

Vo= AgzZ,+ £.
Merané smerniky ¢; boli vypocitané zo smernikov na sdradnicovo zndme body a z odmeranych
vodorovnych uhlov. Vahové koeficienty boli vypocitané zo vztahov:

c c
,=—=1, m, =E(m,), =T - (5.38)
b mf ( ) P (sim(, /p)2

Podmienku vyrovnania metédou najmensich Stvorcov vyjadrime funkciou

viP v +vIP v, =min. (5.39)

Rovnicu (5.39) derivujeme a upravime
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T T
(‘;VZ"] 2P‘,v6+(‘§;j 2P,v, =0. (5.40)

vypocitame z rovnice

Vektor nezndmych sidradnicovych prirastkov z, ,) =

2=—(ATP,A, +ATPA ) ATPL + ATPL)= (A*T PrAE AT P g (5.41)
Opravy smernikov a diZok vypoéitame z rovnic (5.37)

V rovnici (5.41) majd vektory a matice prvky:

Vol a, b 2, Psy 0 0 O
Vo2 _ |4 b, 2 _ 0 ps,m 0 O
Vout) =| |+ Ao = Lon=| 7| P = o o . 0
von aVl bl‘t gn 0 O O pOTl
(5.42)
Va ¢ d, k, pey 0 0 O
V2 c, d, ky 0O p, 0 O
\"% = Py A s(n = ’ 'e sln = > PY n,n =
s(n1) ' s(n,2) ) s(n.1) . s(n.n) 0 O . 0
V‘Yn CI‘L dll kn 0 O O pSVl
Presnost’ suradnic urCovaného bodu P(y, x) vyjadruji stredné chyby:
VLRV +VIP YV,
m, = n—2 W
(5.43)
T T
vPv +v.Pv
mx :\/ o O o S N N Qxx ,
n—-2
kde Q,, a Q.. leZiana hlavnej uhlopriecke matice
Q. =N"=(ATP,A_+ATPA | (5.44)

Spravnost’ vypoctu kontrolujeme sigmovymi skdskami 2; a 2y (5.17). Uréujice prvky strednej
elipsy chyb vypocitame podl'a vztahov (6.14) a (6.27).
Priklad 5.3: Spoloénym pretinanim napred smernikmi a dizkami vypocitame vyrovnané stiradnice
bodu 12 (obr. 5.7). Dané su suradnice vztaznych bodov Pdy;, x;), kde i = (11,78, 160, 64, 38, 150),
odmerané smerniky zo vztaznych bodov na urovany bod ¢; ,, poCet smerov ¢; pouZitych na vypocet

odmeraného smernika, strednd chyba odmeraného smeru pristrojom TC 1700 Leica m, = 3%,
odmerané dlzky medzi vztaznymi bodmi a ur¢ovanym bodom s; 5.

14

siradnice bodu 12, ktoré sme vypocitali v priklade 4.1. Koeficienty pretvorenych rovnic oprav
by, ! 5 prevezmeme z prikladu 5.1 tab. 5.2 a a vdhové koeficienty p,; z prikladu 5.2 tab. 5.3.

Na vypocet koeficientov pretvorenych rovnic oprav ag, b, {5 ag b, [g pouzijeme priblizné

Asi> Dgis

a= 14

1
Stredné chyby odmeranych smernikov vypoéitame podla vztahu (3.4) m. mz(ij , kde 1 je
t
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poéet odmeranych smerov o zniamych smernikoch. Vihové koeficienty pre dizky asmerniky
vypocitame podl'a vztahov (5.37) pre ¢ = 100.

481

78 1€21

5150,12
150,12
+
160
£etl
m
0 5 10 15 [mm] X
Mierka strednej elipsy chyb
Obr. 5.7. Vypocet stradnic bodu 12 spolo&nym pretinanim zo smernikov a diZok
Vypocet vahovych koeficientov Tabul’ka 5.4
Cislo mey = Py =
2

bodu t+1 Si > 100 mg = _ 100
t mi| —— s;m, | p© VY Py =75

i y/[ t J [rmm] ( “ ) (sin mey | p° )2 (2+3ppm)’ m
11 2 3,6, 1185490 46,70 2,141327 30,86 3,2404441
78 2 3,6, 1380250 63,31 1,579529 37,70 2,652520
160 4 3,35 1944810 104,73 0,954836 61,15 1,635323
64 5 3,24 1707870 77,43 1,291489 50,71 1,971998
38 4 3,35 1509670 63,11 1,584535 46,60 2,145923
150 5 3,24 1988170 104,93 0,953016 63,42 1,576790

Matice Aa £ zostavime zpretvorenych koeficientov rovnic oprav (5.36), ktoré sme uz
vypocitali v prikladoch 5.1 a 5.2. Vdhové koeficienty sme vypocitali v tab. 5.4.
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*
A(12,2) =
2,141327
0
0
0
0
0
Pl212)= 0
0
0
0
0
0

+0,423167
+0,190620
—0,126058
—-0,356439
—-0,335260
-0,017035
—-0,615755
+0,910604
+0,922876
+0,292640
—-0,606571
—0,998584

0
1,579529

0
0

+0,330622
—-0,420003
-0,302097
—0,109084
+0,255788
+0,319751
+0,787938
+0,413280
—0,385096
—-0,956223
—-0,795030
—-0,053200

0
0

0 0,954836 0

S O O O O o o o <

0

S O O O o o o o

1,291489
0

S O O O o o O

Vektor oprav pribliznych siradnic bodu 12 je

2= -(A¥TPEAE] AT pr g = (

Opravy vypocitame z rovnice

V=A*z+/0* =

+

-5,3%

+

~ L1

4,75

49%
0.8%

4,27¢

+15,5, mm |

-8,7, mm
+13,2; mm
+ 26,6, mm
-14,5, mm

+3,5, mm

Jednotkova strednd chyba je

+3,7

-5.8

+5,3

0,0

-0,3

¢ e | 4.2
SRV RS

-11

+11

+26

-13

+6
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1,584535 0 0
0 0,953016 0

0 0 3,240441

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
dy -2,4, mm
dx) —-0,10, mm

S O O o o o

0
2,652520
0

0
0
0

S O O O o o ©

0
1,635323
0
0
0

S O O O O o o o

0
1971998
0
0

S O O O O o o o <

0
2,145923
0

S O O O O O o o o o

0
1,576790

58




T
[3287,01
o, = vEPv_ =181, mm.
n—2 10

Vyrovnané siradnice bodu 12 su:

y=1y, +dy=483000,91m + 0,002, m=483000912,m,
x=x, +dx=1231696,05m + 0,000, =1231696,050, m .

Matica kofaktorov je
0,123 0,008, J

=(A*TPrAH =N =
Q.- ) 0008, 0,150

Stredné chyby suradnic su:
m, = O'oJny =18,1;4/0,123 =6,3, mm,
m,=0,40, =181;4/0,150=7,0, mm.
. L Lx T 0
Sigmové skusky: A Pv= ol
21 = £¥TP*A%*z 4 0¥ PHg% = 149,20, + 3336,21¢ = 3287,01,,
2 = V' Pv=3287,01,.

Smernik hlavnej polosi strednej elipsy chyb podl'a rovnice (6.15) je:

20, _
9w _1 ret 2(=0,0087) =18,222¢..

1
=—arctg———=—a =
vEpiee 0,-0, 2 £0150-0123

KedZze znamienko Q,, je kladné hlavnd polos prechddza 1. a 3. kvadrantom. Velkost’ polosi
strednej elipsy chyb vypocitame podla rovnice (6.27)

2 0'3 2 2 18’12 2 2
a ZT(QW +0.. +\/(Qxx —ny) +4nyJ= > (0,123+0,150+\/(O,150—0,123) +4.0,0087 Jz
:49,98 s

a="7,0; mm.

2 18,1°
b? :%O(Q”, 10, -lo.-0,) +402 j :7(0,123 +0,150 /(0,150 — 0,123)° +4.0,0087> j -

=393,,

b=6,2g mm.
Strednd elipsa chyb je zobrazend na obr. 5.7.

5.4 Vyrovnanie pretinania nazad

Dané su siradnice bodov P, a7z P, aosnova smerov ¥; az I, merand na bode P(x, y), ktorého
stradnice mame vyrovnat (obr. 5.8).
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Postup vypoctu je podobny ako pri pretinani napred. Na rozdiel od neho sa vyskytne pri tomto
vyrovnani ako tretia nezndma orientacny posun z . Zostavime rovnice oprdv. Pre vyrovnany smernik
mdme urcujice rovnicu

yi—Y

1

o, = arctg = f,.(y,x) . (5.45)

Opraveny pozorovany smernik bude

W +z+v =arctg 2 (5.46)
X, —Xx

Nezndame y, x, z mdZeme nahradit’ pribliznymi hodnotami
y=y,+dy, x=x,+dx, z=2z,+dz . (5.47)
Po dosadenti je

l//i+Z0+dZ+vi:fi(y0+dy’ x0+dx):o',.. (5.48)

—_————0Py

~
~
~

kel
Pn(xmy'l)

Obr. 5.8. Pretinanie nazad

Funkciu fi(y, x) linearizujeme rozvojom do Taylorovho radu podobne ako pri pretinani napred
(kap. 5.1)

afi(xo’yo)dy+ afi(xo’yo)
a9y, 0x,

ﬁ(y0+dy,x0+dx)=fi(x0,y0)+ dx . (5.49)

Jednotlivé ¢leny su:

fi (yo,xo ) = arctg Yi — Yo _ @, , je priblizny smernik
X; — X,
afi(-x’y)_ 1 1 cosg;
- ——=- ,
a9y, 14 yi—yo | *i %o S
X; — X,
afi(y,xo): 1 Yi = Yo :sm(pi
2 2 :
axo L4 Y — Yo (xi —xo) s;
X; — X,
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Rovnica (5.48) prejde do tvaru

0s @, sin @,
l//i+z0+dz+vi:(pi—pcciq)’dy+pm7¢’dx. (5.50)
i i
Priblizny smernik ¢, dostaneme z pribliZnych stiradnic bodu P,. Tieto vypocitame z troch dobre sa
pretinajuicich smerov. Porovnanim ¢; s odmeranymi ¥; dostaneme n hodndt pre orientany posun

=@ -y,
=0, ~ Y,
2, =0, ~V, : (5.51)

2= -2
25 2072V .

. ’ . . v s . v . . PR .
Vystredenim z; dostaneme iba priblizny orientaCny posun z, na rozdiel od orientdcie pri

0-

s s 7. v, ) IR PR . .
pretinani napred, lebo z; je vypocitané iba z pribliznych smernikov. Pomocou z, orientujeme teraz

osnovu smerov a dostaneme odmerané smerniky

a, =y, +z,. (5.52)
Rovnica (5.48) bude mat’ tvar

o +dz+v, =0, . (5.53)
Zavedieme oznacenia

o =—p< %, b=+ cc SINQY;

S; s;
a priblizny smernik — (minus) odmerany smernik
=9 —a,. (5.54)
Potom dostaneme rovnice oprav
(5.55)

v, =—dz+a,dy+bldx+/
Nezndma dz sa vyskytuje vo vSetkych rovniciach oprdv. MoZeme ju vylucit. Spocitame rovnice
(5.55)

Zv:—ndz+2a'dy+2b'dx+2€' . (5.56)
Pre smery na stanovisku je
>v=0.

V dosledku ¢oho mdzeme pisat’

za@+zbﬁ+2£=0. (5.57)
n n n

—dz +

Odcitanim rovnice (5.57) od rovnice (5.55) eliminujeme nezndmu dz. Potom

xy=@ﬁ—§31}@+(w—zzb}u+£}—zy . (5.58)
n

i
n n
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Odchylky od aritmetického priemeru oznac¢ime

&, b,.:b;—zb, z,.:f;—zg. (5.59)

a,=a; -
n n n
potom
Ya=0, Yh=0, Y/=0. (5.60)

V pripade pretinania nazad plati uz pre absoldtne ¢leny / 'I v rovnici (5.56)
>0 =0.

Dokéazeme to po spocitani rovnic (5.54) a (5.52)
2U=20-2.a=2.0-2¥-ny

Ak dosadime sem z rovnice (5.51) nz, =2 @ — >\, bude vztah ) / "=0. Nové koeficienty

a, b, ¢ nazyvame redukované. S tymto oznacenim dostaneme systém rovnic oprdv v znimom tvare
(5.8) z pretinania napred

v,=a,dx +bdy +/,

=a,dx+b,dy +/
Ve =@t bdy b (5.61)

v.=a,dx+bdy+/,

Nakol’ko su vSetky smery povazované za rovnako presné, divame vSetkym rovnakd viahu p = 1.
Dalej postupujeme ako pri vyrovnani pretinania napred. Z rovnic oprdv zostavime normdlne rovnice

V maticovom tvare:
ATAz+A" ¢ =0 (5.62)
a vypocitame vektor nezndmych
z=-N"'A"¢ (5.63)
Z vyrovnanych sdradnic
y=y,+dy, x=x,+dx
vypocitame vyrovnané smerniky o;. Potom nasleduje vypocet oprdv z oboch systémov rovnic
v, =—dz+a/dy +bldx +/(,
v, =—=dz+a,dy +b,dx +/{,,

(5.64)
v, =—=dz+ a,dy +bdx +/’.
v, =0, - —dz,
: (5.65)

v, =0,—a,—dz,

Zv =ZO'—Za—ndz.

Nezndmu dz uréime z rovnic (5.65) a (5.57). Pre vyrovnani osnovu smernikov na stanovisku

plati > v=0, preto nezndma dz je
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i=lo-al (5.66)
n

Vyrovnany smernik ¢ vypocitame z vyrovnanych stradnic (5.47).

Druhu, presnejSiu hodnotu dz dostaneme z rovnice (5.57)

PR dy+zb wr 2’ (5.67)
n n

n

Ak obidva systémy oprav stihlasia, vy¢islime na kontrolu sigmové skusky (5.17).
3 = L'Az+ 1",

2}1] = VTV .
Za (¢ pouzijeme hodnoty z rovnice (5.59). Stredna chyba odmeraného smernika s jednotkovou

vahou je

T
vy (5.68)

Stredné chyby sdradnic su:

my:o-OVny ’ m, =0, Qxx .

Urcujuce prvky strednej elipsy chyb vypocitame podl'a vztahov (6.14) a (6.27).

Priklad 5.4: Na stanovisku 12 bola odmerana osnova smerov na vztazné body 160, 64, 38, 150, 11,
78 (obr. 5.9). Suradnice vztaznych bodov su uvedené v priklade 5.1. V priklade 4.2 z kombinécie
bodov 160, 64, 38 boli vypolitané pretinanim nazad predbezné suradnice bodu 12
y12 =483 000,91 m, x;, =1 231 696,05 m. Osnova odmeranych smerov je v tab. 5.5.

y—
o0
<

485

£%4|

+

15 [mm
0 510‘[m] X

Mierka strednej elipsy chyb

Obr. 5.9. Vyrovnanie stradnic bodu 12 pretinanim nazad
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Vypoéitame predbezné smerniky @,; adizky s, (i = 160, 64, 38, 150, 11, 78), priblizny
orientacny posun zo (5.51), odmerané smerniky a koeficienty pretvorenych rovnic oprav a;,b;,c;

(tab. 5.5).
Tabulka 5.5
! = b = , a; =
y Z = a; = “ ' t= l b; =
Cislo i = i = cc COS@; cc Sing; Zaf
4 %] Si - Ll — l . _ , i | pi
bodu ¢l —l//i y/i + Z() SI- SI- ¢l 1 ai - " b, _ Zbl
! n
i gl [mm] [mm] [ce] [mm]
160 0,0000, | 325,1663; | 325,1663; | 325,166y | 194481 +0,126058 0,302097 +233 | 0089218 | +0314601 | 1
64 55,9268, | 381,0932, | 325,1663; | 381,0930; | 1707,87 +0,356439 0,109084 +233 | +0,319599 | +0,121588 | 1
38 | 1163246, | 41,4910, | 325.1663; | 41,4908 1509,67 +0,335260 -0,255788 +233 | +0,298420 | -0,243284 | 1
150 | 17144625 | 96,6116 | 325,1653; | 96,6123¢ 1988,17 +0,017035 -0,319751 7,67 | -0,019805 | -0307247 | 1
11 | 2326028, | 1577702, | 325.1673; | 157,7689;; | 118549 -0,423131 -0,330667 | +12,33 | -0,459971 | -0318163 | 1
78 | 3477116, | 272,87655 | 325,1649; | 27287774 | 138025 -0,190620 0,420003 11,67 | -0,227460 | +0,432507 | 1
D
20 == 3251661 Z 0,221041 -0,075022 -0,02
Z 0,36840 -0,012504
n
Matice A a £ maju tvar:
+0,089218 +0,314601 +23
+0,319599 +0,121588 +23
+0,298420 —0,243284 +2,3
Ao = e =
—-0,019805 -0,307247 -7,7
-0,459971 -0,318163 +12,3
—0,227460 +0,423507 -11,7

Vektor oprév pribliznych siradnic bodu 12 je

7= -(ATA)_IATZ= [+ 1,44mmj‘

+10,9, mm

Vyrovnané suradnice bodu 12 su:

y=y, +dy=483000,91m + 0,001 m =483 000,91, m,

x=x,+dx=1231696,05m +0,011m=1231696,06, m .

Opravy odmeranych smernikov vypocitame z rovnic (5.61)

v=Az+/{ =

Opravu k pribliZznému orientacnému posunu vypocitame zo vztahu (5.67)

+58;
+4,0,
+0,0,
—11,04
+8,1¢
-7.4,
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dzzz

n n n

Sigmové skusky:

0
Aly= ,

3, = fTAz+ 00 = -67,955 + 363,333 = 295,378,
S = viv=1295379.

Jednotkova strednd chyba je

/ viv  [295379
o, = = =8,5, mm.
n—2 6-2

Matica kofaktorov je

Q. =(ATA)" = Oy On|_( 2182 -0201;)
0, 0O.) (-0201 1844

Stredné chyby stradnic su:

m, =0'o«/ny =8,544/2,182 =12,6, mm,

m, =0y\JQ, =85,/1.844 =11,6, mm.

Smernik hlavnej polosi strednej elipsy chyb podl'a rovnice (6.15) je:

% v
¢ dy + 2 dx + 2 =0,036840.1,439 + (- 0,012504.10,925) + (- 0,02) = -0,1¢°

1
=—arct
4 > g

2.(-0,201)

———=—arctg————
0.-0, 2 ~1844-2182

=18,222%..

KedZze znamienko Q,, je zdporné hlavna polos prechddza 2. a 4. kvadrantom. Velkost’ polosi
strednej elipsy chyb vypocitame podla rovnice (6.27)

2 8,59°
a* = %O(ny 10, +lo, -0, ) +402 ) - T[2,182 +1844 + /(1844 — 2,182)° + 4.~ 0,201)° j =

=1679119,

a=12,9¢ mm.

0_2
b2 ZTO(QW + Qxx _\/(Qxx - ny )2 + 4Q
=129,1585,
b=11,3¢ mm.

8,59°
. j = (2,182 +1,844 — J (1,844 —2,182)* + 4.(- 0,201)° ) =

Strednd elipsa chyb je zobrazend na obr. 5.9.
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