2. NORMALNE ROZDELENIE CHYB

2.1 Odvodenie normalneho rozdelenia chyb z hypotézy rovnakych elementarnych chyb
(podla Hagena)

Zvol'me pripad, ked’ skutoénd chyba & vznikd ako sucet s elementdrnych chyb & rovnake;

absolitnej velkosti ‘5‘].‘ =0, ale nahodného znamienka, takZe sa pritom uplatni k kladnych chyb

a (s — k) zapornych elementarnych chyb. Pre jednotlivé pocty k kladnych chyb bude platit’ binomické
rozdelenie pravdepodobnosti pre s opakovanych pokusov p = g = 1/2 (rovnakd pravdepodobnost’ pre
vznik kladnej alebo zdpornej elementdrnej chyby — analdgie hodu s mincami).

Skutocna chyba a jej pravdepodobnost’ v tomto pripade podl'a (1.6)

£, = i(fj =kd—(s—k)o=(2k-s)5, Ple, )= 215 (Z]: Vi (2.1)
j=1

a podobne chyba s (k + 1) kladnymi elementarnymi chybami a jej pravdepodobnost’

£, =k+1)0—(s—k-1)0=2k+2-5)5,

1 s 1 (s)s—k
(ng) 2° (k + J 2° (k}(k + 1) (22)

6 6
Dokaz: Vypocitajte koeficient (3} a (4] ako

6 !
_ 6 123456 120 _ 2.
3)(

3 6-3) 123.123 6

6 _ 6! 123456 15
4) 4(6-4) 1.234.12
V menovateli sme pridali ¢islo (k+1) = 4 a ubrali ¢islo (s-k) = 3. (s-k) odstrdnime umiestnenim do
Citatela.

Intervalu
£ — €, =Ae=(2k+2-5)0—(2k —5)0 =26 , (2.3)
patri strednd hodnota chyby
€= ;(gk te,)= (2 ~s)o + (22k +2-5)5) _ (2k +1-s5)8 2.4)
a strednd hodnota pravdepodobnosti
1 I(f1(s s—k I (s)s+1
P=v=—(P. + P =_ 1+ = . 2.5
Y 2(k ) 2(2S(k}( k+1jj 2.2S(k]k+l 2
Rozdiel (prirastok) pravdepodobnosti je v intervale
1 (s)s—k 1 (s)s—2k-1
AP=Ay=P_,—-P, = -1|= —_—. 2.6
Y e T ZS(kj(k+l j 2‘Y(kj k+1 (0

Z rovnic (2.4) a (2.3) vyplyva, Ze



£ A€

—2k-1=-=, 2=— 2.7
s s s 2.7)
a podiel
)
AP _ Ay _2As-2k-1)_\ 8)_ 6\ 5)_ -ere 28

Py s+1 s+1 s+1 502 +0%

Rovnica (2.8) vyjadruje vztah medzi pravdepodobnostou a jej prirastkom pri kone¢nom pocte
s elementarnych chyb. K odvodeniu rovnice spojitej krivky musime poloZit s — oo a sti¢asne & — 0
(ind¢ by vznikli nekone¢ne velké chyby). Rovnica (2.8) sa zmeni na diferencidlnu rovnicu pre hustotu
pravdepodobnosti a jej prirastok

Q_edg_

= —2h’e de . (2.9)

Zaviedli sme parameter presnosti h* = 52 ktory je pre vSetky chyby konStantny, pretoZe aj
s

pocet s a velkost elementdrnych chyb o sid konStantné. Integraciou rovnice (2.9)

lgy=—h’e>+c, y=e‘ e =Ce™ =o(e) (2.10)
sme dospeli k normalnemu rozdeleniu (pravdepodobnosti) ndhodnych chyb. Kone¢ny tvar funkcie
hustoty pravdepodobnosti ndhodnych chyb pri E(€) =0 je

ple)=y=Ce™*. @.11)

2.2 Normalne rozdelenie pravdepodobnosti

Binomické rozdelenie a empirické rozdelenie pocetnych nidhodnych veli¢in v prirode, technike
i v spolocenskom Zivote davaju symetrické frekvenéné polygény zvonovitého tvaru, ktoré sa daji
dobre nahradit’ symetrickou, tzv. Gaussovou krivkou s obecnym analytickym vyrazom pre hustotu
pravdepodobnosti

y=flx)=Ce™ T, 2.12)

Parametre C, h* = si konStantné pre cely zdkladny stubor vSetkych mozZznych hodndt x;

2587
nahodnej veli¢iny z (obr. 2.1).
Naobr. 2.1 ¢=E(x), Yo=Y = C patri isecke x = c. Konstantu C uré¢ime z podmienky

400
Cler ax=1, 2.13)
x—c=€=A, dx=dA.

Cw e . P p ‘o . « h
Riesenim zdkladného integralu tedrie chyb (2.13) dostaneme konstantu C v tvare C = T .
V4

Do rovnice pre varianciu

V(x)=0’ =E(’)= Z pAL = TAzf(x)dx
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za A dosadime (x-c) a po vyrieSeni integralu dostaneme

o =L 0 x—c) e gy = 1 )
2
T e 2h

20 4
2 3 t
7
b)
075
q\*\‘ 0.50
5F
W L
o X
=& 2 = 0 H 2 !
E(l)

Obr. 2.1. a) Frekven¢na krivka, b) sumacna krivka v normalnom rozdeleni

Takto sme nasli vztah medzi parametrom presnosti / a strednou kvadratickou odchylkou od
strednej hodnoty

1 1 1
. h=— . =, (2.14)
20+ 0"\/5 hﬁ

Stredna kvadratickd odchylka (Standard, smerodajnd odchylka) o =-/E(x—E(x))’ je

parametrom normalneho rozdelenia v prisluSnom zikladnom sdbore. Funkcia hustoty
pravdepodobnosti (frekven¢na funkcia) dostane kone¢ny tvar:

h* =

{—E)F
h 2.0 h 2 2 1 - >
y= f(.x) — —he” _ —h?{x—E(x)}

ﬁe —ﬁe :O'«/ﬂe 200 (2.15)

Je vyhodné zaviest’ Standardnd premenni
x—F (x)
o

t , x—E(x)=to, dy=ocdr, E(*)=1 (2.16)

t.j. odchylku os strednej hodnoty E(x) vyjadrime v ndsobku strednej kvadratickej odchylky o;
takZe $tandardna premennd je bezrozmernd a jej variancia E(¢%) = 1. Potom

y=ft)= ng e 2 20’35%96_2 =y,e . 2.17)
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),‘2 2

1 t
27

Funkcia e 2 alebo

e 2 satabeluje (tab. I a tab. II).

+oo
Sumacnd (distribu¢nd) funkcia normdlneho rozdelenia podla rovnice F (xi)z If (x)dx
aobr.2.1b

u _PrEGY

Pi<u) =—— e 29 dx, (2.18)
o277 °,

ddva pravdepodobnost’ vyskytu mensich hodndt v zdkladnom sibore ako u . Po zavedeni Standardne;j

{x—E(x)}

premennej f = , dx = odt dostaneme sumacnu funkciu

Plle—pe o)=L e U= Fl), Fle)=1. 019

Sumacna funkcia F(¢) sa tabeluje (tab. III). Pravdepodobnost, Ze hodnota ndhodnej veli¢iny
v zdkladnom subore padne do intervalu (x;, x,)

x, =E(x)+t,0, x,=E(x)+1,0,  Px<x<x)=F()-F{)
sa takto vel'mi rychlo vypocita z tabul’ky hodnot F(¢). Gaussova krivka je derivacénd krivka ku krivke
1 +t
sumacnej. Rovnako moZno tabelovat funkciu | f (t) dt (tab. IV) alebo [f (t) dt
0

(tab. V) a pomocou nich urcovat’ pravdepodobnosti v 'ubovol'nych intervaloch.

404 A Vs
|
] \l
/ \16\
// k'b c=+2
A
20 | \v,
| \
| N
10} !
|
3 < I:
} T AJ T £
2 4 6 8

Obr. 2.2. Pdsobenie systematickej chyby na sibor meran{

Posobenie systematickej chyby na sidbor merani. Zvol'me pripad, ked okrem ndhodnych
elementdrnych chyb & o rovnakej absolitnej velkosti |0,

1

pdsobi na kazdé meranie eSte kladna

systematicka chyba +c. Vysledné hodnoty si & = Z J+ec.

Osi  symetrie (maximdlna poradnica) grafu iaproximujicej Gaussovej krivky prislicha teraz
strednd hodnota E(&) = c. Teraz napr. podl'a obr. 2.2 bude centrom rozdelenia E (6‘) =c=)c,=+2

avariancia 0> =Y Gf =>FE (5 f )= 5. Skuto¢né rozdelenie pravdepodobnosti je dané stupniovitym
grafom. NemoZe ho aproximovat’ normdlne rozdelenie (Gaussova krivka) s parametrom
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m? = Ee*)=E( 6+cf =Y E(6*)+c* =0 +¢2, (2.20)
i ked’ by sme os Y posunuli o hodnotu c. Gaussova krivka posunutd o hodnotu systematickej chyby
s parametrom o (strednou kvadratickou ndhodnou chybou) bude

o2 =E{fe—E(e)f =E(e—c)* = E(e?)-2¢E(e) + > = E(e?)- > =m* - 2. 2.21)

V tomto pripade je & celkova chyba zahriujica aj systematicki zlozku a (¢ - ¢) je ndhodna
zlozka chyby. Rozdelenie pravdepodobnosti chyb bude teraz vyjadrené rovnicou

(e=c)?

1 - h 2 2
£)= e 20 = Ml o FE(g) . (2.22)
o(e) o 7 (€)
e < B o = Ele—of =~ =X e} # =L,
(o)

Zakladny subor skutoénych chyb ma vtomto pripade normdlne rozdelenie s parametrami
Nle, o2 = E(e?)-¢?).
Parametrom normdlneho rozdelenia chyb nemdze byt strednd kvadratickd chyba celkova

m=+E igz i, ak si merania zataZené systematickou chybou ¢, ale vzdy len strednd kvadraticka

chyba ndhodnd o=+ E (8 - c)2 (urcend z chyb zbavenych systematickej zlozky).

2.3 Aplikacia normalneho rozdelenia na chyby

Prirodzenou povahou meraéskych chyb je, Ze vznikaji sic¢tom premenlivych elementarnych chyb,
ktorych hodnoty sa mdzu ndhodne kombinovat. Zikladny stbor vSetkych moznych hodndt ma
rozdelenie pravdepodobnosti blizke normédlnemu rozdeleniu vtedy, ak su splnené urcité predpoklady:

a) elementédrne (diel¢ie) chyby st v malom pocte a sleduju priblizne binomické alebo normadlne
rozdelenie (maju zhustenie pocetnosti okolo strednej hodnoty),

b) parametre rozdelenia E(€), o sa pri merani prili§ nemenia. Ide o pomernu stabilitu
podmienok merania, t.j. sklady elementarnych chyb, ich strednych hodndt (systematické zlozky), ich
poctu a variancii (presnosti merania). Zmes ,,roznorodych* skupin chyb s prili§ r6znou systematickou
zloZkou a r6znou strednou kvadratickou chybou sa odliSuje od normdlneho rozdelenia.

Velké odchylky od normalneho rozdelenia vznikni v pripadoch menej presnych pristrojov, malo
dbrazného merania alebo nahromadenia systematickych chyb s rovhomernym rozdelenim vyslednej
systematickej chyby, alebo pri znacnej premenlivosti parametrov rozdelenia pri merani.

Parametre rozdelenia chyb. Hodnota ¢, =X —¢&;, odmerand vi-tom okamziku je urcend
ndhodnou hodnotou skuto¢nej chyby &, = (Z o j )I,, ktord vznikla ako i-t4 kombindcia ndhodnych

hodn6t s elementdrnych chyb. Podmienky platiace v okamZiku merania (kvalita pristroja a meraca,
jeho psychicky stav, terén, atmosférické pomery, atd’.), urcuji dopredu fiktivny zdkladny stbor
moZznych hodndt chyb, aké by mohli vzniknit kombindciami vSetkych mozZnych hodnot
elementarnych chyb. Z nich sa uplatni len jedna hodnota & a meranie /;. Parametre tohto normélneho
zakladného suboru (stred rozdelenia a variancia) su sucty parametrov elementdrnych chyb:
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E(6)=c, o?=E6 -¢,), ciz[icj], 0',.2:(20']2), (2.23)

kde ¢ je stred normdlneho rozdelenia.

Parametre rozdelenia u niektorych elementdarnych chyb sd zdvislé na okamzZitych podmienkach
merania, ktoré sa méZu menit. Napr. zmena teplotnych pomerov zmeni strednd hodnotu refrakcie

alebo ¢itani a pod. DalSiemu meraniu prislicha iny normdlny zdkladny sibor moznych chyb s inymi
parametrami c;;, Oy, Z ktorého sa ndhodne uskuto¢ni meranie /¢;;; s chybou &.
Zakladny sibor moZnych chyb v casovom rade n opakovanych merani rovnakého druhu je zmes

n zékladnych stiborov s n réznymi dvojicami parametrov c¢;, o; . Ak nebude ich variancia prilis
vel’ka, bude to priblizne normélny sibor so strednymi parametrami

_ 2
Ele)=c l = _20 ’
n

n

ktoré zodpovedajui strednym podmienkam v dobe merania celého radu. Hustota pravdepodobnosti
bude

(e-2)?

202 |

9

b
207

h -n*(e-e) _ 1 e
o\ 27

(2.24)

kde 0> =E(e—¢)* =E(e?)-¢> =m* - ¢

Rovnakd presnost’ merania (o = konst.) znamend rovnaky pristroj, rovnakd metédu a rovnaké
stredné podmienky v rade merani. Rozne velké chyby & a7z & vznikaji ndhodnym stretnutim
elementarnych chyb ré6zneho znamienka a r6znej hodnoty.

Urcitému typu pristroja a metdde merania prislicha cely ,,zdkladny stibor* okamZitych parametrov
presnosti 0, <0, <0, podlaneustile sa meniacich podmienok v ¢ase alebo priestore.

Nebudeme uvazovat systematicki zloZku a budeme predpokladat, Ze meracské chyby su
ndhodné [E (8) =c=0, E (82 ) =m’>=0" ] . Hustota pravdepodobnosti bude

h o e 1 _72’ ol =m? :E(€2). (2.25)

Zavedieme Standardnd (bezrozmernd) premennd
&

1=%, e=10, E(*)=1,
(o}

takZe hodnoty chyb vyjadrime v ndsobku strednej kvadratickej chyby. Funkcia hustoty
pravdepodobnosti po tprave bude

I 2 270’398916_3 =Y, e ? . (2.26)

y=(/’(€)=o_7me pu

Sumacné (distribu¢nd) funkcia pri de= odt

R T
——— |e 2dt, (2.27)
«/275_'[0

P I e_ide = _j;(p(t)dt =

—oo

P(t<z)=F(z)=

14



je vyjadrend plochou pod Gaussovou krivkou od -o aZ po hodnotu ¢ = z (Srafovani na
obr . 2.3).

1‘2

Funkcie e 2, F(z) satabeluju a taktiez d’alSie funkcie (obr. 2.3 ):

Glz)= i(p(t)dt, ®(2)= [ plt)dr = 2G(z). (2.28)

-z

a)

-26 ¥ -G -2, o 2, 0 dé 2G 1,
.2 -1 r a2 4

- e
D etk

Obr. 2.4. Normalne rozdelenie pri ndhodnych chybach

Rovnice (2.25) a (2.26) vyjadruji frekvenéni krivku (Gaussovu), rovnice (2.27) sumacni
(distribu¢ni) krivku.

Gaussova krivka ma tieto vlastnosti, doleZité pre jej konStrukciu:
a) blizi sa asymptoticky k osi X,
b) vbodoch M(e=1 o, t==1) ma krivka inflexny bod,

c¢) dotyc¢nice vedené v tychto bodoch pretinaji os X v bodoch (e=*20; t=12),

15



2

(o) ,
d) polomer krivosti vo vrchole je ¥= —— (v dlzkach odmeranych na grafe).
Yo

Uvedené vlastnosti ul'ahcuju konstrukciu krivky (obr. 2.4).

Pri odvodeni normdlneho rozdelenia ndhodnych chyb sa povazovali chyby za spojitd ndhodnud
premennd, ktord moZe nadobudat’ 'ubovol'nd hodnotu v uréitych medziach. Vyskyt chyby v medziach
& a & + de by mal pravdepodobnost’

Ple, <e<e, +de)=gle )de = y.de, (2.28)

(vid’ obr. 8). Pravdepodobnost’ vyskytu chyby & je vyjadrend elementdrnym obdiznikom a poradnicou
@(&) a vo fyzikdlnych pojmoch vyjadruje hustotu pravdepodobnosti. Vlastnosti meracskych chyb su
viazané na citlivost’ merania dant najmens$im ¢itanim alebo odhadovanim dielika ¥ stupnice pristroja.
Chyby € nemoZzu preto nadobudat’ svoje hodnoty spojito, ale diskrétne (skokom) po intervale

K
Ae=—, kde n je pocet opakovanych merani, z ktorych vyplyva vysledok merania ako aritmeticky
n

priemer.

Pocet chyb £ bude vzdy konecny a pravdepodobnost’ vyskytu urcitej hodnoty chyby £ sa dé
aproximovat’ kone¢nou hodnotou

t2

Ple)=ple)Ae=p(r) Ar=0,39894¢ 2 At, (2.30)
kde Ar=Ae€: o.

Skuto¢né rozdelenie pravdepodobnosti chyb bude vzdy odliSné od normdlneho rozdelenia a bude
rozne pre rozli¢né druhy merania.

Na obr. 2.4 plocha celej krivky

P"=—x | e 2dt=1=100% 2.31)

T J2r -

vyjadruje dhrnnd pravdepodobnost’ vSetkych moznych chyb. V skutocnosti plati

P-e, <e<+e,, )=1, (2.32)

kde hranice &, je najvicsia mozna nevyhnutna chyba.

2.4 Intervalové odhady. NajvicSia mozna chyba a najvicsia dovolena chyba

Intervalovy odhad uchyb je vypocet uhrnnej pravdepodobnosti, s akou dopredu ocakdvame
vyskyt chyby vo zvolenom intervale alebo naopak k zvolenej pravdepodobnosti ur¢ujeme prislusny
interval, v ktorom sa nachidza chyba. Ddlezité su pravdepodobnosti ®(¢) intervalu so symetrickymi
hranicami

P(-toc<e<to)=(t); Ple>10)=1-d()=a. (2.33)
Pravdepodobnost’ vyskytu chyb v intervale -tc; +fc vyjadrend v percentich je nasledovna:

P(_O-<g<0'):P(—1<t<1):68%,
PQg|)>0=32%,

P(-20<€e<20)=P(-2<1t<2)=95%,
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P(d)>20=5%,
P(-250<€e<2,50)=P(-2,5<1t<2,5)=99%,
P(d)>250=1%,
P(-30<e<30)=P(-3<r<3)=997%,
Plel)>30=3 %o.

Uvedené pravdepodobnosti platia presne pre zdkladny stibor s normalnym rozdelenim a pribliZzne
pre skuto¢né rozdelenie chyb. Uvedené intervaly sa volaji intervaly spolahlivosti (konfidencie)
(obr.2.5). Prislusnd pravdepodobnost &(r) Kkoeficient (hladina) spolahlivosti. V pripade posunu
Gaussovej krivky plati pravdepodobnost’ pre redukovani chybu € —c .

it Pkl
b/
N
=
o
@ (e «
o L I{ﬂ‘, hlr

Obr. 2.5. Interval spolahlivosti * ¢,

Ak si zvolime dostatocne Siroky interval =* 7,0, ostiva len mald pravdepodobnost’ ¢ (hladina
vyznamnosti, riziko), Ze chyba (hodnota ndhodnej veli¢iny) prekro¢i hranice * t,0 (interval
spolahlivosti E(x) = 7,0). Pri zvolenej vel'mi malej pravdepodobnosti & budeme s praktickou
(Statistickou) istotou ocakdvat, Ze ndhodnd veli¢ina (chyba) bude lezat’ v medziach prislusného
intervalu spol'ahlivosti. Inymi slovami (rizike) ¢, Ze ndhodna veli¢ina prekro¢i kritické hranice E(x)
* 1,0, je taka mald, Ze prekrocenie kritickej hranice povaZujeme za prakticky nemozné.

Ak vrovnici (2.33) dosadime za chybu &£=X —/,, dostaneme interval spolahlivosti
(konfiden¢ny interval) pre nezndmu skuto¢nu hodnotu X

P, -t,o<X <l +t,0}=(t,) . (2.34)
Najvicsia pripustna chyba. Chyby nemo6Zzu nadobudnit’ neohrani¢ene velké hodnoty, ako

ukazuje priebeh Gaussovej krivky. Hodnota £, je najvicSia mozna nevyhnutna chyba. V praxi sa
za najvicsiu pripustnd chybu povazuje

le,|=t,0=20 az 30, |g,/<€,. (2.35)
2.5 Interval spolahlivosti

Ak pozname spolahlivo zdkladnd stredni chybu metédy m =0, mdZeme odvodend hodnotu
o, =00, pouzit kintervalovym odhadom, kde Q;, je vdhovy koeficient. Bude platit’ normdlne

X

o

X

rozdelenie aj pre Standardni premenni f =
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Te 2di (2.36)

1
N2 -

Chyba &£ =X —Xx uddva moZnd odchylku hodnoty vyrovnanej X od skutocnej X, ktord

t=¢.:0, P-to <¢e <+to, )=®(t)=

X

mdZeme vyjadrit’ inou formou rovnice:
P(X —-to, <x< X +t05,)=®(r) (2.37)

takZe napr. s P =99 % (s praktickou istotou) sa vyrovnana hodnota X nevzdiali viac ako ¥2,50;
od skutocnej hodnoty. Interval spol’ahlivosti pre neznamu skuto¢ni hodnotu X:

P(x—t,0,<X <x+t,0,)=®(t,)=1-«, (2.38)

kde <I>(ta) je pravdepodobnost’ pri koeficiente spolahlivosti f,, Ze neznamy parameter X leZi

a’
v intervale spolahlivosti a « je riziko chybného rozhodnutia, Ze interval spolahlivosti neobsahuje
parameter X.

Je prakticky nemozné, aby nevyhnutnd chyba & nadobudla prili§ vel'ké hodnoty a odmerany
vysledok x; a skuto¢nd hodnota X boli vel'mi vzdialené. Ak zvolime vel'mi malé riziko & (napr. 1 %
bude s praktickou istotou nezndma skuto¢na hodnota lezat’ v intervale napr. X * 2,5 o, . Podmienkou
intervalovych odhadov je spol’'ahlivd hodnota zakladnej strednej chyby m = o, urend asponz n”>
30 nadbyto¢nych merani.

Interval spolahlivosti je najvyznamnejSia aplikdcia poctu pravdepodobnosti v teérii chyb.
Meranim sice nikdy nedostaneme skuto¢nt hodnotu meranej veli€iny, ale pre prax to staci, aby tito
nezndma hodnota bola s praktickou istotou pokrytd dostatocne uzkym intervalom. Ako Sirka sa da
regulovat’ podl'a vyznamu merania kombindciou presnosti zvolenej metédy o a poctu nadbytocnych
merani.

2.6 Konstrukcia krivky normalneho rozdelenia

PreloZenie krivky normélneho rozdelenia histogramom si ukdZeme v priklade 2.1.
Priklad 2.1. Statistické vyhodnotenie rovinnosti dosiek

Vykonali sme kontrolu 38 fotografickych dosiek formétu 13 x 18 cm, ktoré pouZivame pri
fotogrametrickom snimkovani. Za rovinné fotogrametrické dosky budeme povazovat’ také, u ktorych
nerovinnost’ vplyvom centrdlnej projekcie nevyvold vicsiu chybu v radidlnom posune bodu ako
0,01mm.

Grafické zndzornenie vysledkov vykonanej kontroly rovinnosti dosiek histogramom empirickych
triednych pocetnosti, je na obr. 2.6. Podl'a velkosti teoretickej maximdlnej chyby v snimkovych
stradniciach, ktord sa urcila podl'a zistenych odchylok od rovinnosti. Dosky sme rozdelili do triednych
skupin s intervalom Ag = 0,01 mm. Charakteristicky tvar dosiek sa vyjadril znamienkom. Dosky
s konvexnym tvarom sa oznacili znamienkom minus, s konkavnym tvarom znamienkom plus. Chyby
v snimkovych stradniciach (d’alej len ,,chyby*) vyvolané nerovinnost'ou dosiek si ndhodné veli¢iny,
ich triedne skupiny sa rozmiestnili na ¢iselnej osi v kladnej aj zdpornej Casti.

Histogram empirickych pocetnosti, ako je vidiet’ z obr. 2.6, je podobny normovanému histogramu
binomického rozdelenia. MdZeme ho nahradit’ tzv. Gaussovou frekvencnou krivkou normélneho
rozdelenia s obecnym analytickym vyrazom pre hustotu pravdepodobnosti

(x—c)’
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pre o> 0,
kde x je zdkladny subor vSetkych moznych hodn6t ndhodnej premenne;,
¢ strednd hodnota ndhodnej premennej,

¢ stredna kvadraticka odchylka.

. . . c . .
Po zavedeni normovanej ndhodnej premennej = ——, rovnica hustoty pravdepodobnosti

nadobudne tvar
2

2

1
y:f(t)zo_me

Histogram empirickych pocetnosti vyrovnajme Gaussovou krivkou o rovnakej ploche
S parametrom O = w/V(x) , kde V(x) je variancia. Stredna kvadratickd odchylka Statistického vyberu

dosiek (n = 38), ked’Ze strednd hodnota E (8) = ¢ = -0,45, nerovnd sa nule, je uréend

82
o=-m*-c* =, Z“7—c2 =+/2.99-0.20 = 1L,67.
n

Gaussovii vyrovndvaciu krivku sme zostrojili z vynesenych teoretickych pocetnosti R
v prislusnych triednych skupinich v nasledujicej tabulke:

Statistické vyhodnotenie rovinnosti dosiek Tabul’ka 2.1
E; v r t P R=n.P | Ar=r- R o, ;{2
0,01 mm
-4,5 1 -2,12 0,0170 0,65 +0,35 0,80
-3,5 1 -1,53 0,0460 1,74 -0,74 1,29 1,09
-2,5 2 -0,93 0,1132 4,31 -2,31 1,95
-1,5 9 -0,33 0,1945 7,39 -1,61 2,44 0,35
-0,5 14 +0,27 0,2357 8,95 +5,05 2,62 2,85
+0,5 6 +0,87 0,0214 7,65 -1,65 2,47 0,36
+1,5 2 +1,47 0,1214 4,62 -2,62 2,01
+2,5 1 +2,06 0,0511 1,94 -0,94 1,36 0,73
+3,5 1 +2,66 0,0158 0,60
+4.,5 1 +3,26 0,0039 0,15 }1’25 }0’86
Spolu: 38 - 1 38,0 0 5,38

V tab. 2.1 E; je stredna hodnota triedneho intervalu,
r je pocetnost’ triedneho intervalu,
P je pravdepodobnost’ triedneho intervalu.

Teoretické pocetnosti sa vypocitali pomocou normovanej ndhodnej premennej ¢ z
tab. II, a to tak, Ze sa najskor urcili pravdepodobnosti vyskytu ndhodnej ¢ pre horni medzu triedneho
intervalu
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i

Ple<1,)=Fl,)=05-Gl,)=05 o J'e_gdt , (2.39)
74 0
. —40-c -4.0-(-045)
.v priklade 2.1 je ¢, = = =2.12.
napr. v priklade 2.1 je 7, p L67
r
147
+40
/"\\
: 13
_ e,
- ' } + TL\!T—P——]S“ £ N0 Mmm

S5 43 2 4 0 1 2
3m -2m m E(e) m 2m 3m

Obr. 2.6. Empirické a teoretické (Gaussovo) rozdelenie maximalnych chyb snimkovych sdradnic,
vyvolanych nerovinnostou dosiek

Pravdepodobnost’ uréime z tab. II normalneho rozdelenia ako doplnok k 0.5 tabulkovej hodnoty
G(ty) tj. P=0.5-Glr,, =2.12) =0,5-0.4830 = 0.0170 .

Pravdepodobnost’ P(G(tyj+1)- G(t,))) = P( (-3.0 + 0.45),(- 4.0 + 0.45)) = P(1,53 — 2,12) = 0.0630 —
0.0170 = 0.046, atd.

Teoretickd pocetnost’ ndhodnych chyb pre velkost’ Statistického siboru n = 38 potom vyjadruje
rovnica:

R, =nlG(1,.,)-Gle, |=n P, (2.40)
Napr. pre E; ;1 =-3,5 aE; =-4,5 je h=38.0,046=1,74.

Krivku normélneho rozdelenia skonStruujeme tak, Ze v prisluSnej mierke zvolenej
pravdepodobnosti P; (pocetnosti r;) pre stredny interval E; vynesieme teoretické pocetnosti R;.

2.7 Porovnanie histogramu empirickych pocetnosti s Gaussovou krivkou

Analytické kontroly primknutia empirického histogranmu ku Gaussovej krivke. skuiSky normality
modZeme vykonat pomocou empirickych momentov a triednych pocetnosti. Kontrolami sa overi, ¢i
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chyby vyberu dosiek dobre charakterizuji chyby zdkladného sdboru. Skdsky normality preved'me
podla BOHMA [2].

271 Skiisky normality pomocou empirickych momentov

Centrdlnym empirickym momentom suboru o kone¢nej velkosti rozumieme koncentriciu chyb
normdlneho rozdelenia okolo strednej hodnoty

v, =Ee"),
kde v, jeempirickd hodnota k-tého obecného momentu.

Empirickymi momentami vykondme skuSky nulovej hypotézy, asymetrie rozdelenia a kritéria
excesu rozdelenia.

Skiskou nulovej hypotézy v priklade 2.1 overime ¢i chyby vyberu dosiek nie si zatazené
systematickou chybou. Skiiska sa vykonala s pouZitim rovnice:

+9
n

kde 4 je centrdlny moment k-tého radu (k = 1).

v, tu =0 (2.41)

o 167
V skimanom vybere E(g)= v, =c=-045, u=-== =0,27.

no /38

Hodnota |V1| prekraduje vymedzeny interval g4, usudzujeme na moZnost pdOsobenia

systematickej chyby. Presveéme sa tieZ aj skiSkou znamienok, ¢i je vyber dosiek zatazeny
systematickou chybou. Podl’a kritéria

R=|2k —n|>2Jn =16>123, (2.42)

kde k =11 je pocet dosiek s kladnymi chybami a n = 38. Pri 5 %-nom riziku chybného rozhodnutia
vidime, Ze je vyvratend hypotéza o nezat'azeni vyberu dosiek systematickou chybou.

Skiskou asymetrie rozdelenia si overime na homogenitu vyberu dosiek. Vykonala sa podla
rovnice:

vyl py =t, (2.43)
6
kde v, =E(x—c)’ a y, =o° ~1.67° =4,657.0,374=1,74.
n+5 38+5
Vo vybere dosiek je v; = -1,06 (obecny moment), i =1,74 (centrdlny moment),

t=0,61. Pri f< 1 povaZujeme rozdelenie chyb vo vybere dosiek za symetrické.

Tvar histogramu empirickych pocetnosti prekontrolujeme podl'a kritéria excesu rozdelenia

V4

Ty=—F7—9. (2.44)
o

Ked bude 7 . 0, histrogram empirickych pocetnosti je Spicaty, 7 < 0 plochy, 7 = 0 zhodny

s Gaussovou krivkou.

34,06

V skisanom vybere dosiek 7, = 3 =+1,39 > 0. Histogram pocetnosti je Spicaty.

b
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Skusky normality pomocou empirickych momentov preukazali, Ze vyber dosiek ma systematicku
chybu (konvexné dosky), histogram empirickych pocetnosti je symetricky a ma exces. Vyznamnost’
excesu, t.j. ¢i ndhodny vyber este patri do zdkladného siboru, mdéZeme overit’ strednou kvadratickou
odchylkou o; triednych pocetnosti a Pearsonovym kritériom dobrej zhody.

2.7.2 Skiaska normality pomocou triednych pocetnosti

Porovnanie histogramu empirickych pocetnosti s Gaussovou krivkou v priklade 2.1 (obr. 2.6)
ukazuje, akou mierou sa triedne pocetnosti priblizujui k normédlnemu rozdeleniu.

Stredné kvadratické odchylky empirickych triednych pocetnosti od normalnych pocetnosti pre
skimany Statisticky vyber dosiek (uvedené su v tab. 2.1), sme vypocitali zo vztahu:

o, = npPl-P), (2.45)

napr. o, = 4/38.0,017(1-0,017) =0,80.

Podl'a porovnania odchylok o;; srozdielmi empirickych a normdlnych pocetnosti Ar; v tab. 2.1
povazujeme zhodu vyberu s normédlnym zdkladnym suborom za uspokojujucu, pretoZe rozdiely Ar;
nepresiahli dvojnasobok odchylok o;;.

Pre vypocet Pearsonovho kritéria dobrej zhody sme okrajové triedy upravili tak, Ze ich pocetnosti
boli 4 a 5. Potom veli¢ina

-}

=5,38, (2.46)

Jj =5 jepocet upravenych triednych skupin, n” st nadbyto¢né prvky (stupne volnosti).

Kritérium ¥ ; podla tab. VII prej—k =35 -3 =2 stupne vol'nosti ariziko &= 0,05 je 5,99. Tri
stupne volnosti sme pouZili na utvorenie spolocnych suctov, strednej hodnoty a smerodajnej
odchylky. Plati teda »* < ,1’; Podla vysledku skisky Pearsonovho kritéria dobrej zhody pri riziku

a = 0,05 konStatujeme, Ze empirické rozdelenie neodporuje hypotéze normality. Skimany Statisticky
vyber m6Zeme povazovat za vzorku vybranud zo zakladného siboru s Gaussovym rozdelenim.

Podl’a rozdelenia pravdepodobnosti empirickej strednej chyby plati o jej strednej hodnote:
E(m)=Km , (2.47)

kde K je zmenSujuci faktor o hodnote 0,80 az 1,0. Ked pri stibore o velkosti n = 25 je K = 0,99
v naSom pripade pri n =38 poloZzme m=m.

Intervalovy odhad moZného vyskytu chyb v snimkovych sdradniciach pri pouZivani dosiek firmy
ORWO), je potom vyjadreny pravdepodobnostou pre o= 1,67

P(-30 <& <30)=P(-0.05mm < £ < 0.05 mm). (2.48)
Priklad 2.2. Pravdepodobnost’ vyberu rovinnej dosky (z prikladu 2.1).

Pravdepodobnost’, Ze zo zakladného siboru dosiek vyberieme rovinnd dosku, vyjadruje interval
spolahlivosti pre neznamu pravdepodobnost’

P(p, < p<p,)=P{0,36< p<0,69}

Interval spolahlivosti bol urceny z tab. XIX. [3] pre skimany vyber n = 38, v ktorom priaznivé
pripady (rovinné dosky) p, = 20, nepriaznivé pripady g, =18.
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NajpriaznivejSiu hodnotu pravdepodobnosti p, vyjadruje sicet pravdepodobnosti P; v intervale
(-0,01, 0,01) v tab. 2.1, kde je splnend podmienka rovinnosti dosiek: p, = 0,44.

Pravdepodobnost, Ze nevyberieme zo vzorku o velkosti #n ani jednu rovinni dosku, podla
binomického rozdelenia je urcena:

n
(Oj Po 45 =4, (2.49)

Pravdepodobnost’ opacného javu, Ze aspoii jedna doska bude rovinnd, vyjadruje rovnica:

P =1-gq, , ztoho dostaneme

¢'=1-P=a, (2.50)
kde « je hladina vyznamnosti rozhodnutia.

Z upravenej rovnice (2.50), vypocitame velkost’ vzorky n

loga
=—. 2.51
" log(1-P) (>0

Vypocitané velkosti vzorky pri 95 % a 99 % spolahlivosti pre medzné hodnoty intervalového
odhadu pravdepodobnosti, najpriaznivejSiu hodnotu pravdepodobnosti p, = (0,19 + 0,24 +0,02) a pre

20
empiricki hodnotu pravdepodobnosti ( p, = g =0,5 3) st uvedené v tab. 2.2.

Objem vzorky pre vyber rovinnej dosky Tabulka 2.2
a =0,05 a =0,01
pa =0,36 n=67=17 pa = 0,31 n=112=17
pr =0,69 2,6=3 prn =0,73 3,5=4
pn =0,45 52=5 pn =0,45 79=8
p. =0,53 40=4 p. =0,53 6,1 =6

Pri pravdepodobnosti p, = 0,53 podl’a tab. 2.2 a 95 % spol'ahlivosti dosiahneme, Ze medzi Styrmi
Pubovolne vybranymi doskami najmenej jedna bude rovinna.
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