1 ZAKLADY VYSSEJ GEODEZIE

Geodézia je nauka 0 merani Zeme alebo jg ¢asti a o merani na zemi. (ModernejSia verzia tej iste)
my3lienky by mohla zniet: geodézia je vedna disciplina o poznavani priestoru a ¢asu v oblasti planéty
Zeme pomocou merania spdsobilych Struktdr, najma zemského povrchu a tiaZzového pola). Termin
"geodézia' v zmysle aplikovang geometrie sa naSiel u Aristotela v 3. storoci pred. n. |. Geodézia sa
deli na vySSiu a nizSiu geodéziu. (Pod/a - E.Buschmanna: Gedanken Uber die Geodasie. Konrad
Witwer 1992 sa geodézia pouziva:

- V poznavacich pracesoch (tvar arozmery Zeme),
- v pracovnych procesoch (projektovanie, stavba a prevadzka roznych diel, planovanie apod.),
- v dokumentécii (geografické informacné systémy, kataster nehnutel’nosti).

Z&kladnou Ulohou geodézie je uréit’ vzgomna polohu bodov vo vodorovnom a zvislom smere a
zobrazit’ tieto body na mape.

Technickou Ulohou geodézie je uréit’ rozmer, tvar a priestorovi polohu jednotlivych prirodzenych
alebo umelych predmetov merania ato vo vzgomnom vzt'ahu alebo ku geodetickym zékladom.

NiZ&Sia geodézia zahriiuje meranie, vypocty a zobrazenie malych casti zemského povrchu, v
ktorych je mozné rieSit’ polohové tlohy v rovine avo vyskovych pracach pokladat’ Zem za gul'u.

VySSia geodézia je vedny odbor, ktory sa zaobera uréovanim tvaru a rozmerov zemského telesa,
jeho vonkajSim tiazovym pol'om, ich zmenami s ¢asom. Této ¢ast’ geodetickych prac sa oznaguje ako
teoreticka geodézia. DaSou Glohou vySsg geodézie je vybudovat geodetické zéklady - zékladné
polohové a vyskové bodové pole. VySSia geodézia zist'uje vzt'ahy medzi analyticky definovanym
telesom (rotacnym elipsoidom) a fyzikalne definovanym telesom (geoidom). VySSia geodézia sa deli
na geometrickll a fyzikdnu. Geometricka geodézia je ta cast’ vysSg geodézie, ktord sa zaobera
rieSenim geodetickych Uloh bez uvaZovania tiazového pola na analytickej ploche (gula, rotagny
dipsoid). Fyzikdlna geodézia je ta ¢ast’ vy3Sg geodézie, ktora skima tiazové pole Zeme a jeho
vyuzitie v geodézii. (V inych jazykoch napr. francizstine, anglictine a nemcine sa nepouziva
priviastok vySSia, ale jednoducho Géodésie, franc., Geodesy, angl., v nem¢ine Erdmessungs. Tomu, ¢o
u nas nazyvame niZSia alebo prakticka geodézia, hovoria Franclz Topométrie, Anglicania Surveying,
Nemci Landmessung).

Z&kladnou Ulohou vyS3el geodézie je urcit’ tvar realngl Zeme a je vonkajSieho tiazového pola a
jednoznatne stanovit' priestorovl polohu geodetickych bodov na analyticky presne definovane),
pokial’ moZno ¢o najjednoduchsg ploche (gula, elipsoid). Na tlto plochu satieto body premietnu a
ur¢i sa poloha ich priemetu. Okrem toho sa uréi vzdialenost” kazdého bodu nad touto plochou, teda
jeho vyska. V priemete na zvolengj ploche sa potom pomerne I'ahko rieSia ostatné geodetické tlohy. Z
hradiska presnosti je déleZité, aby sa plocha na ktorl sa premieta - tzv. referen¢na plocha, sa ¢o
najlepSie primykal a ku skutoénému povrchu Zeme.

S vySou geodéziou Uzko slvisia vySSia matematika, geodetickd astrondmia, matematicka
kartografia atd’.).

1.1 Fyzikalna geodézia

Fyzikalna geodézia je zaloZzena na znalosti tiazového pol'a Zeme. Veda o tiazovom poli Zeme sa
nazyvagravimetria. M4 zasadny vyznam pre uréenie tvaru arozmeru Zeme.

Tiazové pole Zeme

Zemské teleso hmotnosti M vytvéra nad svojim povrchom v zmysle Newtonovho zakona
gravitatné pole. V kazdom bode priestoru v okoli Zeme, ako g na povrchu pdsobi pritazliva
(gravitacnd) sila f - pregjav gravitatného pola a odstrediva sila ¢ - dosledok ot&ania Zeme okolo
rotacngj osi O, (obr. 1.1). Rotaciou gravitacného pola sa vytvéra pole zemskej tiaze. Je to priestor v
ktorom pdsobi sila zemskej tiaZe, a ktory charakterizuje tiazové zrychlenie g.




Gravitatné pole mbZe charakterizovat’ intenzita gravitaéného pola K, ktora charakterizuje pole z
hradiska jeho silového pOsobenia na hmotnostni jednotku m. Této zloZka sa v kazdom bode pola
rovna gravitatnému zrychleniu f ( f = K), ktoré gravitatné pole v tomto bode udeluje
telesam.Velkost intenzity gravitatného pola gurovosymetrického telesa polomeru R (priblizny tvar
Zeme) najeho povrchu v bode B vyplyva z Newtonovho gravitainého zékona K = GMR? | kde G =
6,672 . 10" m* kg’ s?je gravitatna konstantaa M = 5,974 . 10** kg je hmotnost’ Zeme.

Velkost zloZky zrychlenia tiaze g je podmienena rotéciou Zeme (c = W? r, kde w je uhlova
rychlost otdcania Zemea r jevzdialenost’ bodu B od rotacne osi Zeme).
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Obr. 1.1. Sily v tiazovom poli Zeme

Tiazové zrychlenie, alebo tieZ intenzitu tiazového pola Zeme g tvori vektorovy sicet zlozky
vektora gravitatného zrychleniaf avektora odstredivého zrychleniac (obr.1.1)

g=f+c. (1.1

Ak sasilové pole znazorni silociarami, potom je smer vektora g - smer intenzity tiazového polav
bode B, totoZzny so smerom doty¢nice k slogiare tg v bode B. Silociara je Ciara, v smere ktoregj
pbsobi tiaz. Smeruje do stredu ot&éania Zeme. Dotyénica Vg sanazyva g vertikalou v bode B.

Gravitatné pole, pole odstredivg] sily a tiazové pole mozno charakterizovat® g potencidmi
prislusnych poli V, P a W, ktoré zvyraziuju energetické vlastnosti poli. (Potencid je energia
patriaca polohe dangj sistavy.) Plati

W=V +P, (1.2)

kde V je gravitatny potencid, P odstredivy potencidl a W tiazovy potencidl. Ked sa bude
neustdle uvazovat' kolmy smer na smer tiazového zrychlenia, pre skutoény tiazovy potencid potom
v3eobecne plati (potencidl tiazového zrychlenia)

W = C (kon&tanta). (1.3

Zmenou hodnoty C dostaneme ina hladinova plochu W;, W, ... v Fubovolngj vySke vo vzt'ahu
k hladine mora. Pre dve nekone¢ne blizke hladinové plochy plati tzv. Brunsov teorém dW = - gdh .
Ak dh je ortogonédlna vzdialenost’ hladinovych pléch (vzdialenost’ po tiaznici), potom s narastajlcou
vySkou dh sa zmensuj e ver'kost’ tiazového zrychlenia g a naopak.

Rovnica (1.3) vyjadruje plochy, z ktorych kazda ma v T'ubovolnom bode rovnakd hodnotu
potencidlu. Plochy sa nazyvaju ekvipotencidnymi, geopotencidnymi alebo hladinovymi plochami
tiaze. Z rovnice tiez vyplyva, Ze kazda ekvipotenciana plocha je v kazdom svojom bode kolma na
prisludny smer zemskej tiaze. Silociary tiazového pol'a teda vytvéra i vzhradom na hladinové plochy
systém ortogondlnych trajektorii (dve navzgom kolmé asnovy ciar definované na urcitegj ploche). V
désledku nehomogenity Zeme budu silogiary tiazového pola v jednotlivych bodoch povrchu Zeme, v
zavislosti narozloZeni 1atok rdznej hustoty a objemu menit’ svoj priebeh. Ked’Ze hladinové plochy st
kolmé k silociaram tiazového porla, priebeh hladinovych pldch bude nepravidelny (obr.1.2).




Hodnota tiazového zrychlenia g rastie od rovnika k pélom (odstrediva sila je tam nulovd).
Hladinové plochy sa a pri svojich nepravidelnych tvaroch budl smerom k pélom navzgom
priblizovat’ (obr.1.2).

w =Wy konsl,

Obr. 1.2. Hladinové plochy

Z mnoziny hladinovych pléch s konStantnym potencidlom tiaZe, ta plocha, ktorgl priebeh sa
najviac zhoduje z priebehom hladin oceanov a prechédza zvolenym nulovym vyskovym bodom
(strednou hladinou niektorého mora) nazyva sa geoid a predstavuje nulovd hladinovd plochu s
tiazovym potencidlom W, = konst.

Geoid je uzavreta spojita plocha so zloZitym a nepravidelnym priebehom povrchu, ktora vyjadruje
hustotné a objemové zlozenie |aok zemskej kory. VSeobecne sa povaZuje za plochu telesa,
charakterizujucu tvar a velkost’ Zeme. Geoid nie je teda analytickou plochou a nem6ze sa pouzit’ ako
referencna plocha pre polohové vypocty. PouZiva sa vSak ako referencna plocha pre definovanie

druhu vysky.

Pole zemskej tiaZe je vystavené ¢asovym globalnym, regiondnym g lokdnym zmenam. Meni sav
zavidosti od gravitatného pol'a Mesiaca a SInka, od presunu vzdusnych a vodnych més a od presunu
més na pevnine (napr. priehrady, bane).

Geodetické merania robime v tiaZzovom poli Zeme, preto sa merania v3etkych prvkov vzt'ahuja na
hladinova plochu (resp. silo¢iaru tiazového pol'a) prechédzajlicu stanoviskom pristroja (obr.1.3).

Obr. 1.3. Meranie nafyzickom zemskom povrchu

Na stanoviskach A, B, postavenim vertikalngj osi pristroja do smeru silogiary tiazového pola ta ,
ts,, Sa pre kazdé stanovisko vytvori karteziansky slradnicovy systém. Os Z systému je totoZna so
smerom miestngj silociary tiazového pola th, tg aos X, Y tvoria zdanlivy lokany horizont. V
rovine uréengl osami X, Y sa meragju vodorovné uhly w, v rovine naiu kolmej prechadzajlcej osou
Zsamergju zvisdé uhly ( z, b ). V désledku odchylok silogiar tiaZzového pol'a, odmerany azimut strany
Se A Ssa sanebude presnelidit 0 200°. Meranie azimutu sa uskutoéni v dvoch odlisnych rovinach.



Normélne tiazové pole. Pri ur¢ovani vonkajSieho tiazového pola Zeme, t.j. tiazového pola na a
nad zemskym povrchom, sa ako jeho aproximéacia pouziva norméne tiazové pole. Je vytvorené
telesom - tzv. normalnou Zemou - ktoré ma maximalne verne zobrazovat’ skuto¢ny tvar Zeme a ¢o
najlepSie nahradzovat’ jeho skutocné tiazové pole. Z geometrického hradiska sa za takéto teleso
prijimarotacny elipsoid, ktorému okrem geometrickych parametrov (velke) poloosi a a splodtenia i =
(a-b) a' saprisudzuju g fyzikdne parametre Zeme (hmotnost Mg a uhlova rychlost’ rotéacie we).
Normalne tiazové pole normalneho tvaru Zeme sa potom vytvéra gravitatnymi a rotacnymi Uc¢inkami
elipsoidu, pricom povrch telesa (normalngl Zeme) ma charakter hladinovel plochy. Takyto eipsoid sa
nazyva hladinovy alebo normélny elipsoid a je aproximaciou geoidu. Mozno definovat’ rozne
hladinové elipsoidy, ten eipsoid, ktorého parametre najlepSie zodpovedajU realngl Zemi sa nazyva
stredny zemsky elipsoid. Potencid normélngj tiaze oznacujeme U.

Normélne tiazové pole hladinovénho elipsoidu charakterizuje norméne tiazové zrychlenie g ,
(obr.1.4). Je to priemet intenzity gravitaéného pol'a norméng Zeme fgz do smeru normdy k povrchu
hladinového elipsoidu na tomto elipsoide.

Obr. 1.4. Norméne hladinové plochy a normalne tiaZzové zrychlenie

V sGcasnosti pre strednd hodnotu g, norméneho tiaZzového zrychlenia na povrchu Zeme plati
konvenéna hodnota 9,80665 m.s?.

1.1.1 Tvar Zeme ajeho aproximécie

V slicasnosti sa za geometricky tvar Zeme poklada jednak geoid - hladinova plocha s tiazovym
potencialom W, prechadzaj iica nulovym vyskovym bodom, jednak nehladinova plocha kvézigeoid. Pri
uréovani geoidu sa prijimarad hypotéz, pretoze nie je dostato¢ne zname rozloZenie latok nad geoidom
a skutoc¢né tiazové pole medzi geoidom a fyzickym povrchom Zeme. Tvar geoidu sa stale spresnuje.
Kvézigeoid je aproximécia tvaru Zeme uréend vyluéne na zéklade vykonanych geodetickych,
astronomickych a gravimetrickych merani. Plochy geoidu a kvézigeoidu s s navzgom blizke.
Najv&sie rozdiely dosahuju v oblasti pevnin st priblizne 2 m. V oblasti oceanov maj obidve plochy
totozny priebeh.

Uréenie plochy kvézigeoidu, ale g jeho definicie, si vysvetlime nasledovnou Uvahou. V bode B na
fyzickom povrchu Zeme (obr. 1.5) oznatime potencid skuto¢ného tiazového pol'a hodnotou W a
potencid normaneho tiazového pola hodnotou Ug . Pritom potencid normalneho tiazového pol'a Ug
z&visi od zemepisngj Sirky aod vysky h nad hladinovym elipsoidom

Us=UG , h). (1.4)

Hladinovy elipsoid, vztazni nulova plochu U, norméneho tiazového pola Zeme, zvolime tak
aby

Uo = Wo = konst. (15)




Rozdiely skutocnych a norménych potencidlov medzi hladinovymi plochami v bode B a
prislusnymi nulovymi plochami st vo vSeobecnosti rézne, teda

WB'Wol UB'U():U(j ,h)'Uo. (16)

kvdzgeoid

geoid, W=W,

hiadinovy elipsoid U=U,
Obr. 1.5. Hladinové areferencné plochy

Nasilociare tz prechadzajucej bodom B je mozné urcit’ takd vySku Hy, s ktorou sa potencialny
rozdiel U(j , h) - Uy buderovnat’ rozdielu Ws - W , teda

Wi - Wo = U(j ,h) - Ug (1.7)

Vyska Hy nasilociare tg uréujebod B’, v ktorom vzh'adom narovnicu (1.5) bude podr'a (1.7)
platit

We=U( ,h)=Ug (1.8)
tedanormalny potencidl Ug¢ sav bode B" bude rovnat’ skuto¢nému potencidlu Ws v bode B.

VyskaHy sanazyva norménavyska bodu B. Jeto vyskabodu B™ nad hladinovym elipsoidom.
Ak sa této vySka nanesie z bodu B z fyzického povrchu Zeme na silo¢iaru tz smerom do vnuatra
Zeme, koncovy bod Q spolu s mnozinou podobne ziskanych bodov determinuje plochu, ktora sa
nazyva kvazigeoid (normana vyska je vzdiaenost’ bodu na fyzickom povrchu Zeme od kvazigeoidu
merana pozdiZz silogiary). Veli¢ina x je vyska kvézigeoidu nad hladinovym elipsoidom. N
predstavuj e vySku geoidu nad €lipsoidom (vyskova anomdlia).

Kvézigeoid je teda nehladinova plocha, ktora od zemského fyzického povrchu prebieha vo
vzdiaenostiach Hy, |eZiacich na silogiarach normalneho tiazového pol'a. Je uréenatak, aby sarozdiely
potencidlov skutocnych W a normanych U v bode B a prisusnymi nulovymi plochami rovnali.
Telluroid sa nazyva taka nehladinova plocha, pre body ktorgj plati Wg = U § (skutocny potencial sa
rovna normalnemu potencidlu). Kvazigeoid sa teda uréuje bez hypotéz o rozloZeni latok vo vnutri
geoidu.

1.1.2 TiaZzové anomalie a odchylky silo¢iar tiazového pora (tiaznicové odchylky)

Pri merani v bode B nafyzickom povrchu Zeme sa meriatiazové zrychlenie g v skuto¢nom poli
zemskej tiaZze. Pri merani v bode B, na povrchu hladinového elipsoidu by sa meralo zrychlenie g,.
Ak prepocitame vhodnymi korekciami hodnotu g na redukovan( hodnotu gg, rozdiel na povrchu
hladinového elipsoidu

Dg=0go-o 1.9



bude anomaliou tiazového pola Zeme v bode By, ktora vyjadruje poruchy skutoéného tiazového
pora Zeme vzhradom k normanemu tiazovému polu. Zapriciiiuje to hustotna nehomogenita latok a
ich rozloZzenie v okoli merania. V T'ubovol'nom bode povrchu Zeme prislusna normdla a silociara
tiazového pola nie si totoZzné. Zvieraju medzi sebou maly uhol Q, ktory sa nazyva relativna
(astronomicko-geodetickd) odchylka silogiar tiazového pola (tiaznicova odchylka). Z uvedeného
dévodu nebudl totoZné ani geodetické a astronomické zemepisné slradnice bodu, a tieZz ani
geodeticky a astronomicky azimut urc¢ite] zamery (kap. 1.3.1 geodetické zemepisné stradnice, kap. 1.4
astronomickeé stradnice).

1.2 Meranie tiazového zrychlenia

Zmena potencidlov medzi dvoma hladinovymi plochami je dané vzt'ahom dW = -g dh, ktory
pouZijeme na uréenie geopotencialngj koty.

Vo vzt'ahu je dolezité poznat’ g —tiaZzoveé zrychlenie.

Kazdy fyzikdlny jav, v ktorého zékonitosti vystupuje tiazové zrychlenie, umoznuje urcit’ ¢iselni
hodnotu tiazového zrychlenia vypoétom zrovnice s= ; gt? vyjadrujlce tato zékonitost a
obsahujucej iné, pomerne I'ahSie a priamo merané Udaje.

Metody uréenia tiazového zrychlenia fyzikdnych javov méZeme zatriedit do skupiny
dynamickych metéd alebo do skupiny statickych metdd.

Pozorovanie doby kyvu kyvadla alebo volného padu patri do skupiny dynamickych metod.
Porovnanie tiazove sily s pruznou silou telesa vhodnej hmotnosti patri do skupiny statickych metéd.

Meranie tiaZzového zrychlenia vo zvolenom bode, ktoré sa vykonava nezavisle od merani nainych
bodoch je absolitne meranie. Naproti tomu meranie rozdielu tiazového zrychlenia dvoch bodov,
z ktorych tiazového zrychlenie najednom z nich je zname, je relativne meranie.

AbsolGtne meranie tiazového zrychlenia vyZaduje mimoriadnu starostlivost’ a priaznivé podmienky. Preto sa
kon& iba na ojedinelych miestach zemského povrchu. Tiazové zrychlenie na ostatnych volenych bodoch sa
odvodi metddou relativneho merania.

1.2.1 Absolitne meranie tiazového zrychlenia

V sli¢astng) dobe sa na absol itne meranie tiazového zrychlenia pouZivaj U absol itne balistické
gravimetre, ktoré uréujl tiazové zrychlenie z merania ¢asu na merang dizke pohybujiceho sa telesa
vo vékuu. Na meranie dizky Useku sa pouZiva laserovy interferometer ana meranie ¢asu rubidiovy
atomovy osciléor. Prvé pristroje tohto druhu vznikli okolo roku 1960. Stéle sa zdokonaluju adnes
dosahuj presnost’ niekolko desiatok nms?. Meranie sa vykonava v laboratérnom prostredi v dihsom
¢asovom Useku napr. 24 h. Pristroje maju vel’ki hmotnost’ ale sa daju transportovat’.

U absol itnych balistickych gravimetrov existuj dva sposoby tiazového zrychlenia. Symetricky
spbsob je zaloZzeny na zvislom vrhu nahor anaslednom vol'nom péade telesa a nesymetricky spbsob,
ktory vyuzivavorny pad pozorovaného objektu.
1.2.1.1 Ur&enietiazového zrychlenia z pozorovania vorného padu

Drdhu svykonanu zadobu t voI'ne padajicim telesom vo vakuu vyjadruje vzt'ah
szégtz, (1.10)

v ktorom sa vyskytuje tiazové zrychlenie g pre zvolené miesto zemského povrchu.

V pokusoch sa pouziva homogénna, kovova alebo sklenena gul'a. Za predpokladu, Ze teleso pada
vo vzduchoprazdnom priestore a z vySky menSgj ako 10 m, pouzije savztah
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= ; got® + Vot (1.11)

kde gy jetiazové zrychlenie.

Telesu udelime zaciatoénl rychlost’ vy . Padajlce teleso vykona za dobu t; drahy s. Dostaneme
rovnice

1 .
=—g,t° +v,t ,
3 2gol 0%

ktorych rieSenim odvodime tiazové zrychlenie g, vo zvolenom mieste zemského povrchu, ako g
udelentl zagiatoenu rychlost’ vg .

1.2.1.2 UréenietiaZzového zrychleniareverznym kyvadlom
Kyvadlové pristroje umoziuju dosial’ ngjpresnejSie absol ithe merania tiazového zrychlenia. Kym
0 nich budeme hovorit’, je potrebné sa aspon krétko zmienit’ o matematickom a fyzickom kyvadle.
Matematické kyvadlo je hmotny bod hmotnosti m zaveseny na bezvahove) (so zanedbatel’nou
hmotnostou proti hmotnosti  m) pevne neroztazng niti dizky 1. Najv&sia zvolend vychylka
Z rovnovaznegj polohy kyvadlaje amplitida a (obr. 1.6).

iy

Obr. 1.6. Matematické kyvadlo

Cas potrebny na vykonanie drahy po ¢asti obltka kruznice (z krajngj polohy A do krajnej polohy
B), teda z jedng ngjvacse) amplitudy (pravej) po druhd (Pavi), t.j. ¢as, ktory uplynie medzi dvoma po
sebe idicimi prechodmi hmotného bodu rovnovaznou polohou, je doba t, ¢iZe polovica kmitu. Vo
vzduchoprazdnom priestore je dobakyvu t zvolengj amplitiidy a danavzorcom (Huyghensov vzt'ah)

t=p 5 1sm2g O gn1d ., 8 (1.12)
2 64 2 [}

Zo vzorcavidime, Ze dobakyvu t nezavisi od hmotnosti m.

S ohl'adom na také malé amplitidy mézeme rovnicu (1.12) po vynechani tretieho a, prirodzene i
d’alSich (neuvedenych) ¢lenov pisat’ v tvare

B & a’f
= (gl TE (1.13)

Pre nekonecne mal i amplitidu a je doba kyvu matematického kyvadla dana vztahom

t =p\F, (1.14)
9
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nezévisi uz ani od amplitady.
Tiazové zrychlenie g vo zvolenom bode zemského povrchu mbéZeme uréit’ z rovnice
2
I
g= pt—z (1.15)
zapredpokladu, Ze dizka | jezndma a t meriame.
Musime zistit’ vyZadovanu presnost’ uréenia | adoby kyvu t.

Matematické kyvadlo je vlastne fiktivne a nie je mozné ho realizovat’. V praxi sa pracuje
s kyvadlom fyzickym, vo vSeobecnosti je to kazdé teleso g ndhodného tvaru, ktoré kyva bez trenia
okolo vadorovng) osi v bode O, teda neprechédzajlicej jeho taziskom S

Na prediZenej spojnici oS (obr. 1.7) skusmo vyhradame také miesto O° pre novl os rovnobeznu
sosou prechédzajlicou bodom O, aby doba kyvu okolo tejto novej osi s dobou okolo pévodnej osi
bola rovnakd. Meranim doby kyvu t; a t, v oboch polohéch (O,0") reverzného kyvadla uréime dobu
kyvu t =t; + Dt ktoru potrebujeme poznat’ na rel ativne meranie tiazového zrychlenia.

Obr. 1.7. Reverzné kyvadlo
1.2.2 Relativne meranietiaZzového zrychlenia

Na Stidium zemského telesa, ako g pre geodetické Ucely je potrebné poznat’ tiaZzové zrychlenie na
rozli¢nych bodoch celého zemského povrchu. Videli sme, Ze absolGtne merania tiazového zrychlenia
vyZaduju pecidine podmienky, vel'mi zdihavé a starostlivé merania, U¢elne zariaden( miestnost’ so
stalou teplotou a moznost'ou pozorovat’ kyvy kyvadla v priestore s nizkym tlakom vzduchu. Treba
zistovat’ mnozstvo korekcii, ¢o vyZaduje mnoho ¢asu. Preto opisany spdsob absolUtneho merania
tiazového zrychlenianie je mozné aplikovat’ na zvolenych miestach kdekol'vek v teréne.

Bola teda vypracovana takd metdda na uréenie tiazového zrychlenia na zvolenych bodoch
v prirode, pri ktorej velmi starostlivé uréenie dizky kyvadia a niekol’kych korekcii odpada.

Invariabilita kyvadia, tj. nemennost’ dizky kyvadla po¢as merania a prenosu na druhy bod sa
kontroluje tym, Ze sa pouzivaju tri az Styri kyvadla r6znej alebo rovnakej doby kyvu. Zistend zmena
doby kyvu (jedného kyvadla na niektorom bode oproti dobam kyvu ostatnych kyvadiel) upozortiuje na
zmenu dizky kyvadla. Tieto kyvadla nie sii zvasSareverzné. St polsekundové, dihé 25 cm.

Spbsob odvodenia tiazového zrychlenia na zvoleng stanici sa opiera o tzv. zékladny bod, na
ktorom sa tiazové zrychlenie uréilo absol ittnym meranim. Teda tiazové zrychlenie g, v tomto bode je
znadme. Urc¢ovanie tiazovych zrychleni na zvolenych bodoch sa za¢ne na spomenutom zakladnom
bode, na ktorom sa ur¢i doba kyvu t, kyvadla por'ng kyvadlovej sipravy. Potom sa kyvadlova
Slprava prenasa na zvolené body, na ktorych sa ur¢i doba kyvu t. Meranie sa kon¢i na zékladnom
bode. Sthlas déb kyvu t, na zaciatku merania a na konci merania potvrdzuje invariabilitu kyvadla.
Z meranych déb kyvu t a doby kyvu t, sa na zékladnom bode odvodi zmena Dg tiazového zrychlenia
na zvolenych bodoch, ako g tiazové zrychlenia g natychto bodoch. Touto cestou odvodené tiazové
zrychlenia charakterizuj  relativnu metédu merania tiazového zrychlenia. Pre z&kladny bod so
znamou hodnotou tiazového zrychlenia g, a meranou dobou kyvu t, plati vzt'ah
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2

Go =", | (1.16)

t
apre z(i/ol enu stanicu, na ktorej sameraladobakyvu t , plati vztah
g= F:ZZI : (1.17)
Z oboch tychto rovnic na uréenie tiazového zrychlenia g vyplyvavzt'ah
g= got‘i . (1.18)

Ak vzgomné vzdiaenosti zvolenych bodov nie si priliS velké, vztah (1.18) sa podstatne
zjednodusi Upravou

-2

&t 0
gt 2 1.19
g gogto - (1.19)
K zlomku v okruhle zétvorke pripo¢itame a odpocitame 1 apo menSg Uprave dostaneme
ot 5° t-t,0°
0=0ok—*t1-13 =g,6l+—2% (1.20)
éto ﬂ 1:O ﬂ

Vzt'ah (1.20) rozvinieme do radu podra vzt'ahu
1

=1- 2x+3x% +... (1.21)
(L+x)?
_2 Z 2 ~
& t-t,0 e t-t, a-t,6 U
g=go§1+ °r =go&-2—= +3§ °r - .0 (1.22)
th o & ty th o H

Pretoze pre pomerne blizke zvolené body je rozdiel t- t, =Dt maly, na dané ucely Uplne
vyhovuje, ak z radu (1.22) pouzijeme len prvé dva ¢leny.

Dt
g‘gozDgz'ZQOT- (1.23)

0

. .. 2 . - , e , :
V tgjto rovnici - tgo =K (konstanta) anastanici uréeny rozdiel tiazového zrychlenia

0

Dg = KDt (1.24)

sa odvodi ve'mi jednoducho nasobenim rozdielu déb kyvu zistenych na zékladnom bode a na
stanici s konstantou K.

Algebraickym pripog¢itanim tiazového rozdielu Dg k tiazovému zrychleniu zakladného bodu sa
odvodi tiaZzové zrychlenie na zvolengj stanici

g=9,+Dyg (1.25)

Relativne urcenie tiazového zrychlenia predpokladd, aby sme na jednom bode mali tiazové
zrychlenie velmi starostlivo uréené absolUtnym meranim. Na konci minulého a na zagiatku nasho
storocia (v rokoch 1898 — 1904) takéto meranie vykonali Kihnen a v Postupime na Geodetickom

Ustave v bode so siradnicami j = 52°22,9° | = 13°04,1" vychodne od Greenwicha s nadmorskou
vyskou h = 87 m. Pre tento bod urcili tiazové zrychlenie
g = 981,247+ 0,003cm s?. (1.26)

Tento bod dosiahol medzinarodny vyznam a stal sa zékladnym tiazovym bodom tzv. postupimskej
svetove tiaZzovej slstavy.
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U nés tiazovy bod zvolil v roku 1926 prof. B. Kladivo v suteréne budovy Ceskej techniky v Brne a
v postupimskej tiazovej slstave relativnou metddou Fechnerovym Stvorkyvadlovym pristrojom
odvodil jeho tiazové zrychlenie, ktorého hodnotaje

g=980,961,1+ 0,93 mgal. (1.27)

1.3 Geometricka geodézia

Na zlozZite] a nepravidelng) ploche geoidu alebo kvazigeoidu nie mozné v praxi riesit’ geodetické
Ulohy, alebo na ne zobrazit' vagSie Casti zemského povrchu, pretoze tieto plochy nie je mozné
analyticky jednoducho vyjadrit. Aproximaciami geoidu, resp. kvazigeoidu na vypocétové a
zobrazovacie prace st rozne definované elipsoidy, gul'ové plaochy aroviny.

1.3.1 Referenény elipsoid

Parametre zemského elipsoidu sa uréuju z tzv. stupinovych merani. Z rdzne rozsiahlych a stéle
presngjSich stupriovych merani boli postupne uréené parametre viacerych rotacnych zemskych
elipsoidov. Plochu geoidu by najlepSie aproximoval trojosovy zemsky elipsoid. Geometria
trojosového elipsoidu je viak tak zloZitd, Ze v geodetickgl praxi sa zasadne pouZivajl rotacné
elipsoidy. Ak je urgity zemsky elipsoid zvoleny pre geodeticky systém, nazyva sa referenény elipsoid.

Z hladinovych elipsoidov sa ako optimalna aproximacia geoidu prijima stredny zemsky elipsoid.
K tomuto optimédlnemu modelu Zeme sa priblizovali rézne referenéné elipsoidy napr. Besselov
(1841), Krasovského (1940). Oba tieto elipsoidy tvoria zéklad kartografického zobrazenia a
polohového stradnicového systému v byvalom Ceskoslovensku a teraz na Slovensku. V siasnosti
stredny zemsky elipsoid najlepSie aproximuje referencny elipsoid IAG 1980, prijaty na 17. valnom
zhromazdeni Medzinarodnej geodetickel a geofyzikdlng Unie. Oznacuje Eurdpsky terestricky
referencény systém 1989 (ETRS 89). Je definovany takto:

- dizka verkej poloosi ekvipotencidneho elipsoidu a= 6378 137 +2m, b= 6356 877 m,
- geocentricka gravitacna kondtanta GM = (3 986 005 + 0,5)10° m® s?,

- dynamickeé splodtenie ( zondny geopotencidny koeficient druhého stupiia) J, = (1082,63 + 0,005)10°,
- uhlovarychlost rotécie Zemew = 7,292115.10° rad s™*.
Rovnakymi parametrami je definovany Svetovy geodeticky systém WGS 84.

Vo vSeobecnosti kazdy rotacny zemsky (referencny) elipsoid je jednoznacne definovany dvoma
parametrami merididnove) elipsy (velkou poloosou a a malou poloosou b, resp. poloosou a a
splo&tenim elipsoidu i ).

Bessalov elipsoid méa parametre a =6 377 397,15508 m a i =1: 299,152 812 853.

Obr. 1.8. Geodetickeé elipsoidické siradnice
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1.3.2 Systém geodetickych zemepisnych siradnic

Slradnicovym systémom na rotaénych referencnych elipsoidoch si  geodetické elipsoidické
zemepisné suradnice

SE(J g I g H)’ (0br18)

kde & je stred elipsoidu,

j ¢ jegeodeticka zemepisna Sirka,

| 4 je geodeticka zemepisna dizka,
H je elipsoidicka (geodeticka) vyska.
Zanulty poludnik je zvoleny ten, ktory prechédza danym bodom astronomického observatériav
Greenwichi.

Geocentricka Sirka b

Pri rieSeni niektorych dloh v matematickej kartografii sa namiesto Sirky j bodu P zavadza
geocentricka Sirka b. Jeto uhol, ktory zviera spojnicabodu P so stredom elipsoidu (rédius — vektor
r, obr. 1.9). Druhou stradnicou zostava geodeticka dizka | .

Ay n

.........................

b

rovnik

! _P, _;

Obr. 1.9. Pravouhlé stradnice x,y ageocentrickaSirkab

Y

A
rovnik
o
a S | X
X

Obr. 1.10. Redukovanasirka y
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Redukovanairka y

V niektorych teoretickych odvodeniach sa pouZiva redukovana Sirka y. Bodom P(j ) ved'me
rovnobezky s osami X, Y. Obluk kruznice s polomerom a, opisany zo stredu S merididnove)

elipsy, pretne rovnobezku sosou Y v bode Q. Uhal, ktory zviera spojnica 68 srovinou rovnika (na

obr. 1.10 sverkou poloosou merididnovel eipsy), je redukovana Sirka y . Druhou sliradnicou ostava
geodetickadizka | .

X =acosy , y =bcos(100-y ) =bsny . (1.28)

1.3.3 Priestorové pravouhlé siradnice X, Y, Z

RieSenie geodetickych Uloh v priestorovych pravouhlych stradniciach mé vel'mi délezitt ulohu v
druZicove) geodézii pri vyjadrovani priestorovej polohy bodov vo svetovom slradnicovom systéme
(WGS 84).

Pociatok stradnicového systému je v strede elipsoidu. Os Z je totoZna s osou rotécie. Os X je
priese¢nicou roviny rovnika s rovinou nultého poludnika, os Y je v rovine rovnika kolmé na os X
(obr. 1.11).

Priestorové stradnice bodu P sU dané vztahmi
X=Ncosj cosl, Y=Ncosj sinl, Z =y:N(1- ez)sinj : (1.29)

kde N je prie¢ny polomer krivosti v bode P. Rovnice (1.29) sti odvodené v kap. 1.3.7.

Obr. 1.11. Priestorové suradnice X, Y, Z

1.3.4 Elipsa

Elipsa je mnoZina bodov roviny, ktorych sicet vzdialenosti od dvoch pevnych bodov nazyvanymi
ohniskami F; a F, jekon3tantny.

Oznaéme 2c vzdialenost’ medzi ohniskami F; a F, (obr. 1.12). Slradnice ohnisk elipsy budu
Fl('C, 0)1 FZ (C1 O)

M(X, y) je T'ubovornym bodom €elipsy. Potom pre vzdialenost’ r; a r, bodu M(x, y) od bodov
Fl(_C’O) a FZ (C1O) Je

r=+/(x+c)’ +y?, (1.30)

r,=+/(x- ¢ +y
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Slcet tychto vzdialenosti musi byt kon&tantny, oznacime ho 2a
r+r, =2a. (1.31)
Ak nasobime rovnicu (1.31) rozdielom r;—r, , dostaneme

r? - r2 =2a(r, - r,)az toho dostavame

(1.32)

Obr. 1.12. Elipsa
Ak do citatel'a pravej strany rovnice (1.32) namiesto r, ar, dosadime hodnoty (1.30), dostaneme

r2- 12 =(xrc) +y2- ((x- 0 +y?)=xP +2xcH P +y- (x2- 2xcrc? +yP)=axe (133)

Rovnica (1.32) po Uprave bude

2cX
r-r,= o (1.34)

Z rovnice (1.32) a(1.34) po ich spocitani a od¢itani dostaneme

2rlzg+2a, 2r, =2a- ZCX,
a a
r1=a+%, r,=a- S (1.35)
a a

Ak teraz do prvej rovnic (1.35) dosadime namiesto r; jeho hodnotu z rovnice (1.30), dostaneme
(x+c)? +y2 =a+ <,
a

Umocnenim a zl i¢enim dostaneme

,.2 2,2
& , X0 2acx  Ccx
(x+c)?+y*=ca+—% =x*+2xc+c’+y* =a’ + "+
e ag a a
a’x? +2a’cx+a’c? +a’y?- a* - 2a’cx- ¢?x? =0,
(a2 - cz)x2 +a’y? =a2(a2 - cz). (1.36)

Pretoze z definiciedipsy r, + r, >FiF, =2c plati 2a> 2c, méZeme polozit’
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a?-c®=b%
Rovnica (1.36) nadobudne tvar
b2X2 +a2y2 = 2b2

Ked’ rovnicu predelime vyrazom a’b® dostaneme rovnicu elipsy

L A

i + b 1. (1.37)
Ak v rovnici elipsy (1.37) poloZzime b = a, dostaneme rovnicu kruznice

X2 +y? =a?, (1.38)

ktora je zvlastnym pripadom elipsy.

1.3.5 Vzt'ah medzi geodetickou Sirkou j4(-j) bodu P a jeho pravouhlymi siradnicami v
rovine meridianovej dipsy

Bodom P na elipsoide prechadza poludnik (merididn) o zemepisngj dizke | . Je to elipsa s
poloosami a, b, ktord nazyvame merididnova elipsa. Ak zvolime zagiatok pravouhlého rovinného
stradnicového systému v strede S meridianove) elipsy, velka poloos za os X, mall za os Y, bude
rovnicatejto eipsy (1.37), (obr.1.13)

Uhol, ktory zvieranormédla n k elipse v tomto bode s velkou poloosou X, je geodeticka Sirka
bodu P. (Pre jednoduchost’ budeme pouzivat’ oznacenie j , nie j 4, pretozZe nie je potrebne rozlisovat
medzi geodetickou Sirkou j 4 a astronomickou Sirkou j .. Doty¢nicat v bode P zvieras osou X
uhol 100° +j . Jg smernicaje danavztahom

K = d—i’ = tg (100°+j ) =- cotg]j . (1.39)

Obr. 1.13. Pravouhlé stradnice v rovine meridianovej elipsy

Derivovanim rovnice elipsy (1.37) dostaneme

2X(21X N ZE)/Sy -0,
a
2
& bx (1.40)
dx a’y

Z rovnic (1.39) a (1.40) vyplyva
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b?x

cotgj = —— . (1.41)
ay

Té&to rovnica vyjadruje geodetickt Sirku j ako funkciu pravouhlych siradnic x , y v rovine
meridianove elipsy. Dosad’me do rovnice (1.41)

. CO!
COtgj = W,

rovnicu umocnime na druht a upravime

cos’j _ b'x?
Sian a4y2 ’
a’y’cosy - b*%sin’j =0. (1.42)

Dalgj vyuZijeme upraven( rovnicu meridianovej elipsy (1.37)
b +ay*-a’b’=0 (1.43)

RieSme tieto dve rovnice. Z rovnice (1.43) vyjadrime x° a dosadime do rovnice (1.42) a
vypocitame stradnicu y

2

2152 2,,2
a‘hc-a
x=—y

b2 ’

2152 2,,2
ayecod - b“(abb#)sinzj =0,
a’y’cosy -b*sing + b?y?*sinj =0,

yA(@’cosyj + b?sin%j)- b*sin%j =0,

b? sinj
y= J (1.44)
JaZ cos?j +b? sin?]
Podobne odvodime
2 .
a o) (1.45)

X=
JaZ cos?j +b? sin?]

Okrem sploteniai = (a - b) a* je d’al&im parametrom charakterizujtcim rotatny elipsoid tzv. prva
excentricita

2 B2
o2 =2 Zb . (1.46)
a
Vzt'ah (1.46) mGzeme upravit natvar
b?=a%(1-e?>) b b=avl-e*, a= b = (1.47)
1-e

adosadit’ do rovnic (1.44) a(1.45). Postup Upravy menovatelav rovniciach (1.44) a(1.45):

(a’cosy + b*singj ) = afcosy + (1- €) sinfj ] = &[(cos’j + sinfj )- €’ sinfj ] = a%1- € sing).
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Spolu s Upravou citatel'a potom bude

a’(1- e*)snj _ a(l- e*)sinj _ byJ1- € sinj

e dany) Aeesw -ean L
X = a’ cosj _  acos] o
Ja*(1-e?sin’j ) 1 e dn?]
Ked oznacime Wzm , rovnice (1.48) a (1.49) zapiSeme
yzw 2 =t (1.50)

w w
Rovnice (1.44), (1.45), (1.48) a (1.49) su parametrické rovnice meridianove elipsy. Parametrami
st zemepisna Sirka j , obepoloosi a, b a prvaexcentricita €.

Vzt’ah medzi geocentrickou Sirkou b a geodetickou Sirkou j
Podraobr. 1.14
y_ all- e?)sinj

. =(1- ez)tgj : (1.51)
X acos;

tgb =

Geocentricky polomer (rédius — vektor) po dosadeni za x a y (1.49) (1.48) bude

r=-x*+y? :\/V?IZZ gcoszj +(1— ez)zsinzj gzﬁjcoszj +(1— 2e2+e4)sin2j =

=%\/1- (2e2 - e4)sin2j :

(152)

rovnik
a

>y

Obr. 1.14 Geocentrické Sirka b aredukovanasirka y
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Vzt’ah medzi redukovanou Sirkouy a geodetickou Sirkou j

Z predchadzajceho vieme, Ze

X=acosy , y=bsiny aodtial tgy =%%. (1.53)
Podrarovnice (1.51)
% =tgh = (1— e? )tgj (1.54)
d'ag plati

(1.55)

a__1

b J1-¢?

Po dosadeni hodnét (1.54) a (1.55) do rovnice (1.53) dostaneme zakladny vztah medzi
redukovanou Sirkou y ageodetickou j Sirkou v tvare

1 t
tgy = ( %J =-/1- €’tgj . (1.56)

1.3.6 Polomery krivosti v danom bode na elipsoide

Normdlou k elipsoidu v bode P mbéZeme preloZit' nekonetne mnoho rovin, ktoré s kolmé k
povrchu elipsoidu. Existuju dva extrémne normé ové rezy, ktorych krivost je maximana a minimélna.
S0 to hlavné normélové rezy a zodpovedajuce polomery krivosti si hlavné polomery krivosti:
merididnovy polomer krivosti M apriecny polomer krivosti N (v rovine kolmej na poludnik).

Meridianovy polomer Kkrivosti

Normal ova rovina prelozena osou rotacie elipsoidu abodom B pretinaelipsoid v poludniku. Bod
B méa geodetickt Sirku j apravouhlé stradnice v rovine meridianu X,y (obr.1.15).

5’ DETAIL

Obr. 1.15. Meridianovy polomer krivosti

Ak prejdeme z bodu B o dizkovy element ds do bodu B, zmeni sa geodeticka Sirka o dj ,
slradnice X a y sazmeniao hodnoty - dx a + dy (x-ova SUradnica sa zmensi). Z obr. 1.15 je
zreimé, Ze
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ds=Mdj . (1.57)
Elementérny obluk dsvyjadrime z trojuholnika BB'D

snj = - ¥p gg= & | (1.58)
ds sinj
Po dosadeni rovnice (1.58) do rovnice (1.57) dostaneme vzt'ah:

Hodnotu g_x , ktor( potrebujeme dosadit’ do vzt'ahu (1.59) vypocitame derivovanim funkcie
J

x= 209 - acos; (1— e’ sin?j )
\1- €° sin?j
podra j .

3 = al- sinj (1- e?sin?j )’”2 +cosj & 19(1- e? sin?j )'3/2(- e2)23inj cosj |=
di & 2g

-2

__ -asinj . ae’sinj cos’j  _ - asinj (1- e’ sin?j )+ae2 sinj cos® | _

(1- € sin?j )¥? (1— e’ sin?| )3/2 (1- e® sn?j )W2

6444F 4443
_-asinj (1- e’ sin?j - e cos?j )_ -asinj [ 1- €*( sin®j +cos’] )] B
(1 e?sin?j ) (1 e sn?j )**

- asinj (l— e2)
= — 37 (1.60)

(1— e sin’j )
Po dosadeni do rovnice (1.59) dostaneme pre meridianovy polomer krivosti vzt'ah

all- e? al1- e?
y o) o]
(1- e’ sin?j ) w

Zo vztahu (1.61) je zrggmé, Ze meridianovy polomer krivosti M pre urgity elipsoid s
parametrami a, € je funkciou len geodetickej Sirky j . Miniménu hodnotu mé na rovniku (j = 09,

- . ) : . - V2
sinj =0) Moza(l- e2) amaximdnu napoloch (j =100% sinj =1) M, =a(1- e2)

Ak by sme plynulo vysetrovali priebeh meridianového polomeru krivosti od pélu (Ps) po rovnik
vo vSetkych kvadrantoch, geometrické miesta stredov polomeru krivosti M |eZia na krivke
hviezdicového tvaru (obr. 1.15).

Prieény polomer krivosti

Rovina, ktord obsahuje normdu n v danom bode P a je kolma k rovine poludnika, pretina
elipsoid v priecnom normédovom reze. Je to tiez elipsa okrem pripadu ked’ bod P lezi na rovniku,
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vtedy je to kruznica. Normaly k elipsoidu skonstruované vo vSetkych bodoch tegj istef rovnobezky s
geodetickou Sirkou j , sapretingjii v bode V namalg ose elipsoidu (obr. 1.16).
Y

b

rovnobeXca

rovnik

Obr. 1.16. Priecny polomer krivosti

Priecny polomer krivosti N je dany Useckou normay N . Z obr. 1.16 je zrefmé, Ze x = N cosj
ateda

N=—X_ (1.62)
cosj
Ak dosadime za x rovnicu (1.49)
a cosj 1 a a
N= = =2 (1.63)
J1- €2sin?j €08 J1-e?sn?j] W
Narovniku (j =09 jeNyo=aa napdloch (j =100% ked v1- €° =Eje
a
a a_a’
N]_QO:—]/Z:B:?. (164)
e
a

Stredny polomer krivosti

Stredny polomer krivosti je dany geometrickym priemerom hlavnych polomerov krivosti M a N
R= +vMN. (1.65)

Po dosadeni za M a N mézeme pisat’

a(l- ez) a aVl- &

R= = . (1.66)

(1— e? sin?]j )?/2 J1- e?sin?j  1- € sin?
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Polomer nahradng zemegule

V niektorych mengj narocnych vypocétoch sa cely zemsky elipsoid nahradzuje gurou. Polomer R
tejto zemegule sa uréuje tromi spdsobmi:

1. Guramarovnaky objem ako elipsoid, t. j.

:pR3 =:pa2b ateda R=%a’b . (1.67)

2. Guramarovnaky povrch ako elipsoid, t. j.

4pR? :4pb2€‘i+ge2 3t 4601 9 ateda
e 3 5 7 [}
R:b\/1+ 22438 868y (1.68)
3 5 7

3. Guramapolomer rovny aritmetickému priemeru vSetkych troch poloosi elipsoidu

R= a+2+a . (1.69)

V&etky tri hodnoty R sli po zaokrdhleni na 0,1 km prakticky rovnaké:
R =6 370,3 km pre elipsoid Besselov,
R=6371,1 km pre elipsoid Krasovského,

R=6371,0 km pre elipsoid WGS 84.

1.3.7 Vzt'ah medzi geodetickymi zemepisnymi slradnicami j, | apriestorovymi

pravouhlymi siradnicami X, Y, Z
Detail 3
AY

Obr. 1.17. Vzt'ah geodetickych zemepisnych siradnic j , | apriestorovych stiradnic X, Y, Z
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Na obr. 1.17 je nulty Greenwichsky poludnik nakresleny v rovine obrédzka. Bodom P prechadza
poludnik Ps- P - Py - Ps 0 geodetickej dizke | .V rovine tohto poludnika méabod P pravouhlé
suradnice dané rovnicami (1.50).

Podra definicie pravouhlého stiradnicového systému v kap. 1.3.3 aobr. 1.17 plati

X=xcosl , Y=xsinl , Z=y. (1.70)

Ked’ dosadime do rovnic (1.70) stradnice x a y zrovnic (1.50) dostaneme

Xzicosj cosl = Ncosj cosl ,
w
a . . o
Y ZWCOSJ sinl =Ncosj sinl , (2.71)
_ a 2 . . — 2 . .
Z—W(l- e )smj = N(l- € )smj ,
ked’ priecny polomer krivosti N = % (kap. 1.3.6).
1.3.8  Vypoket dizky oblika poludnika a rovnobezky

Vypotet dizky oblika poludnika (rektifikécia meridianu)

Na merididnove) €lipse leZi bod B(j ). V diferencidng vzdialenosti ds od bodu B je bod
B'(j +dj) (obr. 1.15).

Polomer krivosti meridianu v bode B je M. Z obrézku 1.15je

ds=Mdj apo dosadeni do rovnice (1.61) dostaneme diferencid obluka

ds=all- e2)i- e?sin?j J*°qj . (1.72)

Oblik s od rovnika(j =0°) po bod s geodetickou Sirkou j vypocitame integrécii rovnice (1.72)
i j

s=Mdj =alt- e)fi- e?sin?j ¥ . (173)
0 0

Elipticky integrd na pravej strane rovnice (1.73), ktory nema uzatvorené rieSenie, je mozné

pocitat’ dvojakym sposobom:
1. rozvinutim funkcie (1— e? sin?| )'3/2 do radu podl'a binomickej vety aebo
2. numerickou integraciou na PC. Takmer kazdy softvér, uréeny pre numerické metédy, obsahuje

program pre numerickd integréciu.

Dizka obluka rovnobezky
RovnobeZka o geodetickej Sirke j jekruznicaspolomerom r =Ncosj (obr. 1.16).

Obluk s rovnobezky medzi bodmi o geodetickych dizkach 1, |, je obldkom kruznice
spolomerom r pri stredovomuhle DI =1, -1, t.].
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«
s= N cosj I:)I—zﬁcosj D¢ (1.74)
r¢ ra¢

Poznamka: Veicina cosj /r € sazostavuje do tabuliek k argumentu j .

1.3.9 Povrch ¢asti acelého elipsoidu

Siet’ poludnikov a rovnobeziek vytvara na povrchu elipsoidu elipsoidické lichobezniky (obr. 1.18).
Diferencidlny lichobeZnik méZzeme povaZovat' za rovinny obdiznik o stranach Mdj a Ncosj dl |,
ktorého obsah je

dP =MNcosj dj di (1.75)
Ak dosadime za M, N dostaneme

dP=Mdj d . (1.76)
(1— e?sin?j )2

A A+dA

Ncos¢dA

Obr. 1.18. Povrch ¢asti zemského elipsoidu

Obsah lichobeznika, obmedzeného poludnikmi | 4, |, arovnobeZkami | i, j », by sme dostali
integréciou rovnice (1.76) vmedziach 14,1, aj i, 2. Plocha sa pocita od rovnika (j = 0) po
rovnobezku j 1, resp. j 2

PR
R =a2(1- €2))) cyosi [i- e?sin?j )Pl =

I, O

_ 2.77)
J
\ . . .2 .
=a2(l- &), - I,)cyosi [- e*sin?j )7q) .
0
Pocitanaplocha P je
P=plz- Pl (1.78)

Elipticky integrd na pravej strane rovnice (1.77) je mozné (podobne ako u dizky oblika
meridianu) rieSit’ dvojakym spdsobom:

1 rozvinutim funkcie cos; (1— e? sin?j )'2 do rady podl'a binomickej vety alebo

2. numerickou integraciou na PC.
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1.3.10 Normélovérezy a geodeticka ¢iara nareferenénom elipsoide

Medzi dvoma bodmi na referencnom elipsoide P; a P, s réznymi geodetickymi Sirkami a
diZkami existuji dvanormalové rezy (obr. 1.19).

Vi

Vs

Obr. 1.19. Norméové rezy na elipsoide medzi dvoma bodmi

Normdla n; k elipsoidu v bode P; pretne jeho malli osv bode V;, normdan, v bode P, v
bode V.. Rovinauréenabodmi P; V; P, obsahujetedanormalu n,. Jeto norméovarovinav bode
P,, ktora prechadza bodom P,. Tato rovina pretina rotagny (referencny) elipsoid v priamom
normalovom reze s;. Normélova rovina, obsahujldca normalu n, abod P; preto pretne eipsoid v
spatnom normalovom reze s,. Priamy a spétny normalovy rez s vzajomné normal ové rezy (obr.1.19).
V zgjomné normalové rezy splynd v jedind ¢iaru, ak leziabody P, a P, narovnakom poludniku alebo
narovnake rovnobezke.

Geodeticka ¢iara - najkratSia spojnica dvoch bodov na ploche - je taka ciara, ktorgl hlavna
normdla je v kazdom bode totozna s normaou plochy. Jg geodeticka krivost” (krivost’ pravouhlého
priemetu diZkového elementu geodetickej ¢iary na dotykovi rovinu plochy vo zvolenom bode) je
rovna nule. Z tejto definicie geodeticke) Ciary je zremé, Zze normalové rezy nie st geodetickymi
¢iarami na elipsoide, pretoze této definicia plati len pre vychodiskové body.

Obr.1.20. Geodeticka ¢iara a normélové rezy

Medzi dvoma bodmi na eipsoide existuji vo vSeobecnosti dva normalové rezy, ae len jedna
geodeticka ¢iara s (obr. 1.20).

RieSenie geodetickych trojuholnikov na rotatnom elipsoide (obr. 1.21), bude jednoznatné len
vtedy, ak spojime ich vrcholy geodetickymi ¢iarami, pretoZe si treba uvedomit’, Ze zamerné roviny pri
merani teodolitom pretingj( elipsoid v norméalovych rezoch a teda merané uhly a azimuty sa
vztahuja k normdovym rezom. Preto sa tieto uhly a azimuty redukuja z norméovych rezov na
geodetické ciary.

Naguli je geodetickou ¢iarou hlavna kruznicatzv. ortodréma, v rovine je to priamka.

27



A

Obr.1.21. Elipsoidicky trojuholnik
Vlastnosti geodeticke Ciary

1. Pre geodetickl ¢iaru nafubovorng rotacng ploche plati Clairotova veta: Pre kazdy bod urgite)
geodetickg ciary je st¢in prislusného polomeru rovnobezky (obr. 1.16) a sinusu azimutu hodnota
konstantna

r.sina, = N, cosj ; sina, = kon$t.= k. (1.79)

2. Geodeticka ¢iara pretina poludniky pod dvoma azimutami, ktoré ak st rovnaké, jeden meriame
od severngj vetvy, druhy od juznej vetvy poludnika (obr. 1.22).

Obr. 1. 22. Azimuty geodeticke Ciary

3. Geodeticka ciara, ktora spgja body P; a P, vSeobecne prebieha medzi obidvoma
normdlovymi rezmi s, a S, (obr. 1.20). Uhol n medzi priamym normaovym rezom s a
geodetickou c¢iarou je prakticky rovnaky ako uhol medzi spdtnym normalovym rezom s, a
geodetickou ¢iarou arovna satretine uhla w medzi obidvoma norméovymi rezmi:

w
n»—. 1.80
» 3 ( )

Vo zvl&stnych pripadoch, ked’ st obidva koncové body na rovnakej rovnobezke, normaloveé rezy
splynu do jedného rezu, avSak geodeticka ciara prebieha mimo nich.

Priebeh ¢iar v obecnom sférickom trojuholniku A, B, C je schématicky znazorneny na obr. 1.21.
TenSimi ¢iarami sU vykreslené norméové rezy, hrubSimi ¢iarami geodetické ciary medzi vrcholmi
sférického trojuholnika.

1.4 Referenénagura
RieSenie geodetickych a kartografickych Uloh ss mdéZzeme podstatne zjednodusSit’ tym, Ze sa ¢ast’

plochy referencného elipsoidu nahradi gulou, tzv. referenénou gulou. NajcastejSie sa nahradzuje

plochou gule so strednym polomerom krivosti R=+MN . Napriklad pre byvaé Gzemie
Ceskoslovenska sa ¢asto pouzivala gul'a o polomere, ktory sa rovna strednému polomeru krivosti pre
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strednl zemepisnll Sirku  j ., = 559 (49° 309. Pri rieSeni elipsoidickych trojuholnikov ma gula
nahradny polomer rovny strednému polomeru krivosti elipsoidu pre t'aZisko trojuhol nika.

Na rozdiel od elipsoidu ma gul'a konstantnl krivost' a vSetky jef normdly sa pretingju v strede
gule. Normalové roviny prechadzaj U stredom gule a pretinagj i ju v hlavnych kruzniciach o polomere R.
Obluk, ktory spéja dva body na guli (najkratSia spojnica - geodeticka ciara) je ortodréma. Dizka
ortodromy s sa vyjadruje pomocou stredového uhla (s/ R) r, kder je radian, uhlu 3% (1")
prisiticha dizka asi 31 m.

Loxodréma je krivka, ktora pretina poludniky pod konstantnym azimutom.

Obluky hlavnych kruznic (ortodrém), ktoré spgjaju tri body na guli vytvéraju sféricky trojuholnik.

Sdradnicovym systémom na referen¢nych gulovych plochach je sistava sférickych zemepisnych
suradnic (obr. 1.23)

% (J il I 1 V)1
kde S, je stred referencnej gule,

j jesférickazemepisnasirka,
| je sféricka zemepisnadizka,

V je sféricka vyska

Obr.1.23. Sférické suradnice

1.4.1 Sféricky exces

Sucet vnutornych uhlov sférického trojuholnika je vzdy vassi ako 200° (180°) o hodnotu, ktor(
nazyvame sféricky exces a oznatujeme e. Hodnota excesu zavisi navelkosti trojuholnika a dosahuje
3% (1") v trojuholniku so stranami pribliZne 20 km (v trojuholniku so stranami 1 km je sféricky exces
0,01%).

e= A+ B+ C - 200, (1.81)
kde A, B a C sl merané uhly. Nareferenéng guli s polomerom R vypocitame sféricky exces
zo vztahu

P
=i, (182

kde P je plochatrojuholnika.

Rovnicu (1.82) dokaéZeme takto: Na obr.1.24 je znazorneny sféricky, trojuholnik s vrcholmi
Qa Qs, Qc adiZkovo vyjadrenymi stranami a, b, ¢ tak, Ze strana ¢ leZi v rovine papiera. Plochu
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tohoto trojuholnika oznaéme P. Z obrazku st zregmé d’aSie tri sférické trojuholniky: Qa QsQc S
plochou Pi, QaQs'Qc splochou P, Qg'Qa"Qc splochou Ps, ktoré sa s trojuholnikom Qa,Qg,Qc
dopliaju natri sférické dvojuholniky suhlami A,B a C.

Plochacelg gule Pg= 4p R

Plochy jednotlivych dvojuholnikov (pre uhly vyjadrené v gonoch) budu

Obr. 1.24. Sféricky trojuholnik

RZ
PA:P+P1:4p A,
400
R2
Ps=P+P, - BY,
400
R2
P =P+P; = P C?Y.
400
Po spocitani tychto rovnic dostaneme
2
2P + (P + Py+ P+ Po)= 2';(; (A+B+C). (1.83)

Sucet ploch trojuholnikov v zétvorke na lavej strane rovnice (1.83) déava plochu pologule 2pR

takZe méZeme pisat’:

30

2p R
200
Po Uprave dostaneme

2 6447448

2
2P + 2pRf = (A+B+C).

p=PR AiBicC- 200). (1.84)
200
Vyraz v zatvorke je sféricky exces, takze ho mbzeme vyjadrit’.
200 P
e=——.
p R?

Pretoze 200/p =r (radidn) napiSeme vysledny vzorec v tvare



e=r . (1.85)

RZ

ak dosadime radian v, grédovych sekundéach? r “= 636620 plati rovnica (1.82).
1.4.2 RieSeniedipsoidickych a sférickych trojuholnikov

Pri beZznych triangulagnych pracach siivisiacich s rieSenim elipsoidickych trojuholnikov (s < 60
km) povaZzujeme tieto trojuholniky za sférické na referenéngl guli s polomerom rovnym strednému
polomeru krivosti R= VMN  pre stredn(i zemepisnd Sirku j =(j oa +] o8 +i oc) / 3. VZeobecné
vzorce sférickel trigonometrie nie s z praktického hl'adiska vhodné pre rieSenie tychto trojuholnikov
(strany st vyjadrené v uhlovej miere a sti vel’mi malé vzhl'adom k polomeru gule; vypocty je potrebné
vykonavat’ s vel’kym poétom desatinnych miest), preto sa sférické trojuholniky rieSia zvlastnymi
metddami: excesovou a adimentovou metodoul.

Excesova metdda je zaloZzend na Legendreove vete: , Sféricky trojuholnik méZzeme v geodézii
rieSit’ ako rovinny s rovnakymi stranami, ak zmenSime kazdy jeho uhol o tretinu excesu?. Ak je napr.
dandstrana a sférického trojuholnika, obr. 1.14, vypocitame jeho strany b a ¢ so sinusovej vety

a:b:c=sinA :sinB :sinC, (1.86)
kde A=A-£ B=B-& c=c-&. (1.87)
3 3 3

Aditamentova (Soldnerova1920) metéda

Pri tejto metéde ma nahradny rovinny trojuholnik dva uhly rovnaké ako sféricky trojuholnik (obr.
1.25).

Obr. 1.25 Sféricky arovinny trojuholnik

v M7

Vo sférickom trojuholniku je sicet uhlov vacsi ako 180° o sféricky exces. Nahradny rovinny
trojuholnik marovnaké uhly a, b alemakratSie strany a, b". Podl'a sférickeg sinusovej vety na guli
o polomere R plati

sin a
snA R
ShA_ —E . (1.88)
sin gnl

R

V néhradnom rovinnom trojuholniku je sinusova veta
snA _ a(
—_—=— (1.89)
snB b¢
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stranu b, od strany a sférického trojuholnika odpocitame hodnotu linedrneho aditamentu

: . - . b -
Rovnice (1.88) a (1.89) porovname afunkcie smE a smE rozvinieme do radu podra Mac

. . . . . 2 x> X 2 x> X
Laurina. Rozvoj funkciesinx matvar SINX=X- —+—- —+..=X- —+—- +.
3 5 7 6 120 5040
Na vyjadrenie rozvoja funkcie sinus postacia prvé dva ¢leny
a a3 .. a3
¢ 3 2
a,R B6R"__ 6R” (1.90)
b¢ b pd b b*
R 6R° 6R?
Z rovnice (1.90) vyplyva, Ze strany v nahradnom rovinnom trojuholniku maju hodnoty
3 3
at=a- a—2 a bt=b- b—2 . (1.91)
6R 6R

Druhé vetné ¢leny v rovniciach (1.91) predstavuju linearny aditament (pridavok).

Pri rieSeni sférického trojuholnika, ak madme danu stranu aauhly A, B apotrebujeme vypoditat’
3

R
3
_ a
at=a- Rz (1.92)
Potom zo sinusove) vety mézeme vypocitat’ stranu b’
b¢= aq;sm_B .
sin A
Stranu b vypocitame tak, Ze k strane b’ pripo¢itame prisluny linedrny aditament b%6R?
_ b®
b=bo+—z (193)

Hodnoty linedrneho aditamentu v S JTSK pre R= 6 380 703,6105 st uvedené v tab. 1.1.

Linedrny aditament

Tab. 1.1
[ 10 km 20 km 30 km 40 km 50 km 75 km 100 km
SY/6R? 4,1 mm 32,7 110,5 262,0 511,7 17270 4093,7
mm mm mm mm mm mm

Ak dizky ssi kratSie ako 10 km avyZadujeme presnost’ vypoétov na cm, vtedy vypodty vo

sférickom trojuholniku rieSime ako Ulohy v rovinnom trojuhol niku.

Excesova metdda je vhodna na vypocet diZok strén v trojuholnikoch, ked’ je dana jedna strana
auhly. Aditamentova metdda je vhodna na vypocet diZok v trojuholnikovych retazcoch, ked bola
dand vychodiskova strana aked’ ide ovypocet koncovej strany. Vtedy pocitame len aditament
vychodiskovy a koncovej strany. Aditamenty ostatnych strén ret'azca nie je potrebné pocitat’.
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Priklad 1:

Ulohou je uréit stredny polomer krivosti pre taZisko elipsoidického trojuholnika (Besselov
elipsoid). Dané st geodetickeé Sirky vrcholov trojuholnika

Oc

0, Milotin) ¢, =55,7074¢2,
0z (Krivai) ¢, = 56,1728¢,
Q¢ (Pilsko) @ =56,15528.

Merididnovy, priecny i stredny polomer krivosti uréite vypoctom a kontrolu vykonajte uréenim
stredného polomeru krivosti z tabuliek.

a) Vypocétom:
Parametre Besselovho elipsoidu si: a= 6 377 397,155 m,
b= 6356 078,963 m,
€ = 0,006 674 372.
Stredna geodeticka &irka j ¢ =(j o +] 5 +j ¢ ) / 3= 56,0118°.
Meridianovy polomer krivosti:

Ve a 1- )

77 6 372684 m,
(1- €2 sin?j )
Prie¢ny polomer krivosti:

N=— &  -6390074m.

J1- €?sin?j
Stredny polomer krivosti: R= v MN =6 381 373 m.
b) Z tabuliek:

Kontrolu vypoc¢tu stredného polomeru krivosti  sme vykonali pomocou Schreiberovych tabuliek
(J.RySavy: VySSi geodesie). Pre pracu s tymito tabulkami prevedieme j ¢ z gonov na Sest'desiatinné
delenie tj. stupne a minaty j 2 = 50° 24,64¢ (Gony na stupne prevedieme vynasobenim
0,9 - 56,0118 . 0,9 = 50,41062°, ¢ast’ za desatinnou ¢iarkou prevedieme na minGty vynéasobenim
0,6 - 0,40162 . 0,6 = 24,64¢).

logR pre50°20¢  =6,80491 360

pre 464¢ = 53

pre 50° 24,64¢ = 6,804 91 413 R=6381373m.
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Priklad 2:

Ulohou je vypocéitat dizku strany a na Besselovom elipsoide excesovou metddou. Dané st uhly
A=67,72598°, B ="54,59209° astrana c =60 079,63 m. Ide o ten isty elipsoidicky trojuholnik, ako
v priklade 1. Hodnoty geodetickych Sirok preberieme.

Pre tazisko elipsoidického trojuholnika vypocitame stredny polomer krivosti (preberieme ho z
prikladu 1), vypoéitame plochu trojuholnika a sféricky exces pre referencni gul'u. Opravime merané
uhly a nakoniec zo sinusovej vety vypoéitame dizku a naBesselovom elipsoide.

Plochu P vypogitame ako v rovinnom trojuhol niku:
b= c®’snAsnB _ c?sinAsinB

: == =1,2704.10° m.
2sinC 2sin(A+ B)

Sféricky exces. e* =r « R_P2 =19,862%, (r*=636620%).

Pri aplikécii excesovej metddy sa dizky ponechaj a uhly sazmensia o tretinu excesu:
A=A- % =67,725329 , B =B- % = 54,59143°,

Nakoniec dosadenim do sinusovej vety (pre rovinny trojuholnik) vypogitame dizku strany a na
dipsoide:
snB

sin A

a=c¢c

= 55923,89 m.

14.3 RieSenie zakladnych geodetickych Gloh na guli
Z&ladné (tiez hlavné) geodetické Ulohy st definované (pre gul'u g elipsoid) takto:
|. z&kladnéa geodeticka tloha:

S0 dané geodetické stradnice j 1, | 1 bodu Py, azimut a;, adiZka geodetickej ¢iary s, na bod P..
Mame vypocitat’ geodetické sliradnice j ,, | , aazimut ax v bode P, (obr. 1.25).

I1. zakladna geodeticka uloha:

SG dané geodetické stradnicej 1, | 1 aj », | ;bodov P, aP,. Méame vypoéitat dizku geodetickej
krivky s;, aobidvaazimuty a;, aa,; Vv danych koncovych bodoch krivky.

Vo sférickom trojuholniku (obr. 1.25) platia vzt'ahy podl'a nasledovnych vzorov:

cosa=cosbcosc+sinbsnccos A

cosA=- cosBcosC +sinBsinCcosa
: . _SnA
snC=snc——

sina

e

£

Obr. 1.26. Sféricky trojuholnik



RieSenie: |. zakladnej geodetickej tlohy na guli v zemepisnych stiradniciach

Naguli s polomerom R jedany bod Pi(j 1,| 1), dizka geodetickej krivky (ortodromy) s medzi
bodmi P, aP, ajg azimut v bode P;. Mame vypocitat’ siradnice aazimut v bode Pa(j ,,l 2,A7).

sev. pol

=0

’ (‘Phll)
Obr. 1.27. Zé&kladné geodetické ulohy na guli
Vo sférickom polarnom trojuholniku P;P,P (obr. 1.26) plati kosinusova veta

cos(90°-j 2)=cos:(90°-j l)cos%+sin(90°-j l)sin%cosA1
po Uprave
- - s . .S
sinj , =sinj lCOSE+COSJ lsmEcosAl (1.99)
Dalgj je podra sinusovej vety
sin . sin
S —Ai —sms—iAi

snDl =sin—— : —
Rsin(90°-j ,) Rcosj ,

(1.95)

. . . . SInA . snDl
sin(180° - =9nA¢=-snA =cos = CO0S 1.96
( Ag)=sin Ag A Zcos ;o Ees R (1.96)

Z rovnice (1.94) vypogitame j ,, zrovnice (1.95) DI adale |, =1, + Dl . Kvadranty uhlov DI
a j » saur¢iavypoétom z kosinusovych viet vo sférickom trojuhol niku.

RieSenie|l. zakladné geodetické ulohy na guli v zemepisnych siradniciach

Na guli spolomerom R sU dané zemepisné stradnice bodov Py(j 1,l 1) aPi(j 1,1 1). Mame
vypogitat dizku oblika geodetickej ¢iary (ortodromy) s, medzi bodmi P, a P, a azimuty A, A,
v tychto bodoch.

Vo sférickom trojuholniku (obr. 1.26) platia Neperove analdgie

A+B_cos—

2 a+b
cos———
2

C
t cotg—,
g 92
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A- B 2 C

t = cotg—.

9 2 . a+hb g2
S

V Seobecne platné vzt'ahy goniometrickych funkcii su:

cos(-a) = cosa,
sin(-a) =-sina,

tg (-a) = -tga,
cotg(-a) = -cotga,
tg(j +90°) = -cotgj ,
tg(a-90) = -cotga,
cos(90-j ) =sinj .

Preuhly (A, +(180°- A$))vo sférickom trojuholniku (obr. 1.26) plati

(290712 (90-14)8

Ci
tgAl_ Ag+180: e 2 COth
2 a90-j,+90- 120 2
cosg
e 2 @
J J 2
COS
-cotgAl_Ag: 2 cotg—
2 Sin 1+12
2
j1+] 2
Sin
tgAg_Al: 2 g
2 COSJz'Jl
2

Pri odvodeni rovnice (1.93) sme pouzili Upravy:

BG%A& ae%Alo

cotgg v-cotgg
(4] ﬂ
(11J2 89]2']10_ J 2701
—CO% COST,
COS(18O- (izl +j 2))=sinG 12] 2).

Pre uhly (A1 - (180° - Ag)) vo sférickom trojuholniku (obr. 1.26) plati

(1.97)



18901 2 (90-4)0

Sl =
tgA1+Ag-180 _ g | 2 | "g g2
2 Sin@O-J , +90-] 19
2 2
J1-) Snaﬁj 2-j 19
sin T
—cotgA1+Ag- er .cothZI— g +2 ﬂ.cothI— /.-1
cos’ 2 J 2 COSJ 1% 2
2 2
J17te
COS———
+ Dl
At 2 D (1.99)
2 Snj Z_J 1 2
2

Pri odvodeni rovnice 1.94 sme pouZili Upravy:

dnglz_llQZ—Sin@Z-Jlg.
e 2 g e 2 g

Lavé strany rovnic (1.97) a (1.98) vypocitame z funkcii arctg pravych strén rovnic. St¢tom

arozdielom upravenych rovnic 1.97 a1.98 vypocitame nezname uhly A; aA,.

_A-A ALHA
Ag= 2 T2
_AHA A A
A= 2 2 @
A, = Ay +180°. (1.99)

Podr'a sinusovej vety je da g
lore i in(00° - i
snS =gnpl SO0 ) gy SNI0°- ;) (90 j2),
R sin(180°- Ag) sin A
Po Uprave, ked” sme pouZili (sin(180 - A§)) =sin Af dostaneme
O _gnp &9 2 (1.100)
sin A snA

Z rovnic 1.100 vypo¢itame s/R v uhlovej miere; dizka oblUka (strany) v dizkovej miereje

sn> =sinDl
R

s =S R (1.101)
Rra¢
Kvadranty azimutov A;, A{ a kladny alebo zdporny zmysel dizky s sazvyéajne uréuje namape,

na globe alebo z vhodného obrazka.
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