U nés tiazovy bod zvolil v roku 1926 prof. B. Kladivo v suteréne budovy Ceskej techniky v Brne a
v postupimskej tiazovej slstave relativnou metddou Fechnerovym Stvorkyvadlovym pristrojom
odvodil jeho tiazové zrychlenie, ktorého hodnotaje

g=980,961,1+ 0,93 mgal. (1.27)

1.3 Geometricka geodézia

Na zlozZite] a nepravidelng) ploche geoidu alebo kvazigeoidu nie mozné v praxi riesit’ geodetické
Ulohy, alebo na ne zobrazit' vagSie Casti zemského povrchu, pretoze tieto plochy nie je mozné
analyticky jednoducho vyjadrit. Aproximaciami geoidu, resp. kvazigeoidu na vypocétové a
zobrazovacie prace st rozne definované elipsoidy, gul'ové plaochy aroviny.

1.3.1 Referenény elipsoid

Parametre zemského elipsoidu sa uréuju z tzv. stupinovych merani. Z rdzne rozsiahlych a stéle
presngjSich stupriovych merani boli postupne uréené parametre viacerych rotacnych zemskych
elipsoidov. Plochu geoidu by najlepSie aproximoval trojosovy zemsky elipsoid. Geometria
trojosového elipsoidu je viak tak zloZitd, Ze v geodetickgl praxi sa zasadne pouZivajl rotacné
elipsoidy. Ak je urgity zemsky elipsoid zvoleny pre geodeticky systém, nazyva sa referenény elipsoid.

Z hladinovych elipsoidov sa ako optimalna aproximacia geoidu prijima stredny zemsky elipsoid.
K tomuto optimédlnemu modelu Zeme sa priblizovali rézne referenéné elipsoidy napr. Besselov
(1841), Krasovského (1940). Oba tieto elipsoidy tvoria zéklad kartografického zobrazenia a
polohového stradnicového systému v byvalom Ceskoslovensku a teraz na Slovensku. V siasnosti
stredny zemsky elipsoid najlepSie aproximuje referencny elipsoid IAG 1980, prijaty na 17. valnom
zhromazdeni Medzinarodnej geodetickel a geofyzikdlng Unie. Oznacuje Eurdpsky terestricky
referencény systém 1989 (ETRS 89). Je definovany takto:

- dizka verkej poloosi ekvipotencidneho elipsoidu a= 6378 137 +2m, b= 6356 877 m,
- geocentricka gravitacna kondtanta GM = (3 986 005 + 0,5)10° m® s?,

- dynamickeé splodtenie ( zondny geopotencidny koeficient druhého stupiia) J, = (1082,63 + 0,005)10°,
- uhlovarychlost rotécie Zemew = 7,292115.10° rad s™*.
Rovnakymi parametrami je definovany Svetovy geodeticky systém WGS 84.

Vo vSeobecnosti kazdy rotacny zemsky (referencny) elipsoid je jednoznacne definovany dvoma
parametrami merididnove) elipsy (velkou poloosou a a malou poloosou b, resp. poloosou a a
splo&tenim elipsoidu i ).

Bessalov elipsoid méa parametre a =6 377 397,15508 m a i =1: 299,152 812 853.

Obr. 1.8. Geodetickeé elipsoidické siradnice
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1.3.2 Systém geodetickych zemepisnych siradnic

Slradnicovym systémom na rotaénych referencnych elipsoidoch si  geodetické elipsoidické
zemepisné suradnice

SE(J g I g H)’ (0br18)

kde & je stred elipsoidu,

j ¢ jegeodeticka zemepisna Sirka,

| 4 je geodeticka zemepisna dizka,
H je elipsoidicka (geodeticka) vyska.
Zanulty poludnik je zvoleny ten, ktory prechédza danym bodom astronomického observatériav
Greenwichi.

Geocentricka Sirka b

Pri rieSeni niektorych dloh v matematickej kartografii sa namiesto Sirky j bodu P zavadza
geocentricka Sirka b. Jeto uhol, ktory zviera spojnicabodu P so stredom elipsoidu (rédius — vektor
r, obr. 1.9). Druhou stradnicou zostava geodeticka dizka | .

Ay n

.........................

b

rovnik

! _P, _;

Obr. 1.9. Pravouhlé stradnice x,y ageocentrickaSirkab

Y

A
rovnik
o
a S | X
X

Obr. 1.10. Redukovanasirka y
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Redukovanairka y

V niektorych teoretickych odvodeniach sa pouZiva redukovana Sirka y. Bodom P(j ) ved'me
rovnobezky s osami X, Y. Obluk kruznice s polomerom a, opisany zo stredu S merididnove)

elipsy, pretne rovnobezku sosou Y v bode Q. Uhal, ktory zviera spojnica 68 srovinou rovnika (na

obr. 1.10 sverkou poloosou merididnovel eipsy), je redukovana Sirka y . Druhou sliradnicou ostava
geodetickadizka | .

X =acosy , y =bcos(100-y ) =bsny . (1.28)

1.3.3 Priestorové pravouhlé siradnice X, Y, Z

RieSenie geodetickych Uloh v priestorovych pravouhlych stradniciach mé vel'mi délezitt ulohu v
druZicove) geodézii pri vyjadrovani priestorovej polohy bodov vo svetovom slradnicovom systéme
(WGS 84).

Pociatok stradnicového systému je v strede elipsoidu. Os Z je totoZna s osou rotécie. Os X je
priese¢nicou roviny rovnika s rovinou nultého poludnika, os Y je v rovine rovnika kolmé na os X
(obr. 1.11).

Priestorové stradnice bodu P sU dané vztahmi
X=Ncosj cosl, Y=Ncosj sinl, Z =y:N(1- ez)sinj : (1.29)

kde N je prie¢ny polomer krivosti v bode P. Rovnice (1.29) sti odvodené v kap. 1.3.7.

Obr. 1.11. Priestorové suradnice X, Y, Z

1.3.4 Elipsa

Elipsa je mnoZina bodov roviny, ktorych sicet vzdialenosti od dvoch pevnych bodov nazyvanymi
ohniskami F; a F, jekon3tantny.

Oznaéme 2c vzdialenost’ medzi ohniskami F; a F, (obr. 1.12). Slradnice ohnisk elipsy budu
Fl('C, 0)1 FZ (C1 O)

M(X, y) je 'ubovornym bodom €elipsy. Potom pre vzdialenost’ r; a r, bodu M(x, y) od bodov
Fl(_C’O) a FZ (C1O) Je

r=+/(x+c)’ +y?, (1.30)

= o ey
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Slcet tychto vzdialenosti musi byt kon&tantny, oznacime ho 2a
r+r, =2a. (1.31)
Ak nasobime rovnicu (1.31) rozdielom r;—r, , dostaneme

r? - r2 =2a(r, - r,)az toho dostavame

(1.32)

Obr. 1.12. Elipsa
Ak do citatel'a pravej strany rovnice (1.32) namiesto r, ar, dosadime hodnoty (1.30), dostaneme

r2- 12 =(xrc) +y2- ((x- 0 +y?)=xP +2xcH P +y- (x2- 2xcrc? +yP)=axe (133)

Rovnica (1.32) po Uprave bude

2cX
r-r,= o (1.34)

Z rovnice (1.32) a(1.34) po ich spocitani a od¢itani dostaneme

2rlzg+2a, 2r, =2a- ZCX,
a a
r1=a+%, r,=a- S (1.35)
a a

Ak teraz do prvej rovnic (1.35) dosadime namiesto r; jeho hodnotu z rovnice (1.30), dostaneme
(x+c)? +y2 =a+ <,
a

Umocnenim a zl i¢enim dostaneme

,.2 2,2
& , X0 2acx  Ccx
(x+c)?+y*=ca+—% =x*+2xc+c’+y* =a’ + "+
e ag a a
a’x? +2a’cx+a’c? +a’y?- a* - 2a’cx- ¢?x? =0,
(a2 - cz)x2 +a’y? =a2(a2 - cz). (1.36)

Pretoze z definiciedipsy r, + r, >FiF, =2c plati 2a> 2c, méZeme polozit’
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a?-c®=b%
Rovnica (1.36) nadobudne tvar
b2X2 +a2y2 = 2b2

Ked’ rovnicu predelime vyrazom a’b® dostaneme rovnicu elipsy

L A

i + b 1. (1.37)
Ak v rovnici elipsy (1.37) poloZzime b = a, dostaneme rovnicu kruznice

X2 +y? =a?, (1.38)

ktora je zvlastnym pripadom elipsy.

1.3.5 Vzt'ah medzi geodetickou Sirkou j4(-j) bodu P a jeho pravouhlymi siradnicami v
rovine meridianovej dipsy

Bodom P na elipsoide prechadza poludnik (merididn) o zemepisngj dizke | . Je to elipsa s
poloosami a, b, ktord nazyvame merididnova elipsa. Ak zvolime zagiatok pravouhlého rovinného
stradnicového systému v strede S meridianove) elipsy, velka poloos za os X, mall za os Y, bude
rovnicatejto eipsy (1.37), (obr.1.13)

Uhol, ktory zvieranormédla n k elipse v tomto bode s velkou poloosou X, je geodeticka Sirka
bodu P. (Pre jednoduchost’ budeme pouzivat’ oznacenie j , nie j 4, pretozZe nie je potrebne rozlisovat
medzi geodetickou Sirkou j 4 a astronomickou Sirkou j .. Doty¢nicat v bode P zvieras osou X
uhol 100° +j . Jg smernicaje danavztahom

K = d—i’ = tg (100°+j ) =- cotg]j . (1.39)

Obr. 1.13. Pravouhlé stradnice v rovine meridianovej elipsy

Derivovanim rovnice elipsy (1.37) dostaneme

2X(21X N ZE)/Sy -0,
a
2
& bx (1.40)
dx a’y

Z rovnic (1.39) a (1.40) vyplyva
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b?x

cotgj = —— . (1.41)
ay

Té&to rovnica vyjadruje geodetickt Sirku j ako funkciu pravouhlych siradnic x , y v rovine
meridianove elipsy. Dosad’me do rovnice (1.41)

. CO!
COtgj = W,

rovnicu umocnime na druht a upravime

cos’j _ b'x?
Sian a4y2 ’
a’y’cosy - b*%sin’j =0. (1.42)

Dalgj vyuZijeme upraven( rovnicu meridianovej elipsy (1.37)
b +ay*-a’b’=0 (1.43)

RieSme tieto dve rovnice. Z rovnice (1.43) vyjadrime x° a dosadime do rovnice (1.42) a
vypocitame stradnicu y

2

2152 2,,2
a‘hc-a
x=—y

b2 ’

2152 2,,2
ayecod - b“(abb#)sinzj =0,
a’y’cosy -b*sing + b?y?*sinj =0,

yA(@’cosyj + b?sin%j)- b*sin%j =0,

b? sinj
y= J (1.44)
JaZ cos?j +b? sin?]
Podobne odvodime
2 .
a o) (1.45)

X=
JaZ cos?j +b? sin?]

Okrem sploteniai = (a - b) a* je d’al&im parametrom charakterizujtcim rotatny elipsoid tzv. prva
excentricita

2 B2
o2 =2 Zb . (1.46)
a
Vzt'ah (1.46) mGzeme upravit natvar
b?=a%(1-e?>) b b=avl-e*, a= b = (1.47)
1-e

adosadit’ do rovnic (1.44) a(1.45). Postup Upravy menovatelav rovniciach (1.44) a(1.45):

(a’cosy + b*singj ) = afcosy + (1- €) sinfj ] = &[(cos’j + sinfj )- €’ sinfj ] = a%1- € sing).
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Spolu s Upravou citatel'a potom bude

a’(1- e*)snj _ a(l- e*)sinj _ byJ1- € sinj

e dany) Aeesw -ean L
X = a’ cosj _  acos] o
Ja*(1-e?sin’j ) 1 e dn?]
Ked oznacime Wzm , rovnice (1.48) a (1.49) zapiSeme
yzw 2 =t (1.50)

w w
Rovnice (1.44), (1.45), (1.48) a (1.49) su parametrické rovnice meridianove elipsy. Parametrami
st zemepisna Sirka j , obepoloosi a, b a prvaexcentricita €.

Vzt’ah medzi geocentrickou Sirkou b a geodetickou Sirkou j
Podraobr. 1.14
y_ all- e?)sinj

. =(1- ez)tgj : (1.51)
X acos;

tgb =

Geocentricky polomer (rédius — vektor) po dosadeni za x a y (1.49) (1.48) bude

r=-x*+y? :\/V?IZZ gcoszj +(1— ez)zsinzj gzﬁjcoszj +(1— 2e2+e4)sin2j =

=%\/1- (2e2 - e4)sin2j :

(152)

rovnik
a

>y

Obr. 1.14 Geocentrické Sirka b aredukovanasirka y
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Vzt’ah medzi redukovanou Sirkouy a geodetickou Sirkou j

Z predchadzajceho vieme, Ze

X=acosy , y=bsiny aodtial tgy =%%. (1.53)
Podrarovnice (1.51)
% =tgh = (1— e? )tgj (1.54)
d'ag plati

(1.55)

a__1

b J1-¢?

Po dosadeni hodnét (1.54) a (1.55) do rovnice (1.53) dostaneme zakladny vztah medzi
redukovanou Sirkou y ageodetickou j Sirkou v tvare

1 t
tgy = ( %J =-/1- €’tgj . (1.56)

1.3.6 Polomery krivosti v danom bode na elipsoide

Normdlou k elipsoidu v bode P mbéZeme preloZit' nekonetne mnoho rovin, ktoré s kolmé k
povrchu elipsoidu. Existuju dva extrémne normé ové rezy, ktorych krivost je maximana a minimélna.
S0 to hlavné normélové rezy a zodpovedajuce polomery krivosti si hlavné polomery krivosti:
merididnovy polomer krivosti M apriecny polomer krivosti N (v rovine kolmej na poludnik).

Meridianovy polomer Kkrivosti

Normal ova rovina prelozena osou rotacie elipsoidu abodom B pretinaelipsoid v poludniku. Bod
B méa geodetickt Sirku j apravouhlé stradnice v rovine meridianu X,y (obr.1.15).

5’ DETAIL

Obr. 1.15. Meridianovy polomer krivosti

Ak prejdeme z bodu B o dizkovy element ds do bodu B, zmeni sa geodeticka Sirka o dj ,
slradnice X a y sazmeniao hodnoty - dx a + dy (x-ova SUradnica sa zmensi). Z obr. 1.15 je
zreimé, Ze
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ds=Mdj . (1.57)
Elementérny obluk dsvyjadrime z trojuholnika BB'D

snj = - ¥p gg= & | (1.58)
ds sinj
Po dosadeni rovnice (1.58) do rovnice (1.57) dostaneme vzt'ah:

Hodnotu g_x , ktor( potrebujeme dosadit’ do vzt'ahu (1.59) vypocitame derivovanim funkcie
J

x= 209 - acos; (1— e’ sin?j )
\1- €° sin?j
podra j .

3 = al- sinj (1- e?sin?j )’”2 +cosj & 19(1- e? sin?j )'3/2(- e2)23inj cosj |=
di & 2g

-2

__ -asinj . ae’sinj cos’j  _ - asinj (1- e’ sin?j )+ae2 sinj cos® | _

(1- € sin?j )¥? (1— e’ sin?| )3/2 (1- e® sn?j )W2

6444F 4443
_-asinj (1- e’ sin?j - e cos?j )_ -asinj [ 1- €*( sin®j +cos’] )] B
(1 e?sin?j ) (1 e sn?j )**

- asinj (l— e2)
= — 37 (1.60)

(1— e sin’j )
Po dosadeni do rovnice (1.59) dostaneme pre meridianovy polomer krivosti vzt'ah

all- e? al1- e?
y o) o]
(1- e’ sin?j ) w

Zo vztahu (1.61) je zrggmé, Ze meridianovy polomer krivosti M pre urgity elipsoid s
parametrami a, € je funkciou len geodetickej Sirky j . Miniménu hodnotu mé na rovniku (j = 09,

- . ) : . - V2
sinj =0) Moza(l- e2) amaximdnu napoloch (j =100% sinj =1) M, =a(1- e2)

Ak by sme plynulo vysetrovali priebeh meridianového polomeru krivosti od pélu (Ps) po rovnik
vo vSetkych kvadrantoch, geometrické miesta stredov polomeru krivosti M |eZia na krivke
hviezdicového tvaru (obr. 1.15).

Prieény polomer krivosti

Rovina, ktord obsahuje normdu n v danom bode P a je kolma k rovine poludnika, pretina
elipsoid v priecnom normédovom reze. Je to tiez elipsa okrem pripadu ked’ bod P lezi na rovniku,
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vtedy je to kruznica. Normaly k elipsoidu skonstruované vo vSetkych bodoch tegj istef rovnobezky s
geodetickou Sirkou j , sapretingjii v bode V namalg ose elipsoidu (obr. 1.16).
Y

b

rovnobeXca

rovnik

Obr. 1.16. Priecny polomer krivosti

Priecny polomer krivosti N je dany Useckou normay N . Z obr. 1.16 je zrefmé, Ze x = N cosj
ateda

N=—X_ (1.62)
cosj
Ak dosadime za x rovnicu (1.49)
a cosj 1 a a
N= = =2 (1.63)
J1- €2sin?j €08 J1-e?sn?j] W
Narovniku (j =09 jeNyo=aa napdloch (j =100% ked v1- €° =Eje
a
a a_a’
N]_QO:—]/Z:B:?. (164)
e
a

Stredny polomer krivosti

Stredny polomer krivosti je dany geometrickym priemerom hlavnych polomerov krivosti M a N
R= +vMN. (1.65)

Po dosadeni za M a N mézeme pisat’

a(l- ez) a aVl- &

R= = . (1.66)

(1— e? sin?]j )?/2 J1- e?sin?j  1- € sin?

Polomer nahradnej zemegule

V niektorych mengj narocnych vypocétoch sa cely zemsky elipsoid nahradzuje gurou. Polomer R
tejto zemegule sa uréuje tromi spdsobmi:
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1. Guramarovnaky objem ako elipsoid, t. j.

:pR3 =:pa2b ateda R=%a’b . (1.67)

2. Guramarovnaky povrch ako elipsoid, t. j.

4pR® :4pb2€‘i+ge2 i3+ %684 0 ateda
e 3 5 7 2}
R:b\/1+§e2 +2e4 +;1e6 +... (1.68)

3. Guramapolomer rovny aritmetickému priemeru vSetkych troch poloosi elipsoidu

_atb+a
s

V&etky tri hodnoty R sli po zaokrdhleni na 0,1 km prakticky rovnaké:

R (1.69)

R =6 370,3 km pre elipsoid Besselov,
R=6371,1 km pre elipsoid Krasovského,
R=6371,0 km pre elipsoid WGS 84.

1.3.7 Vzt'ah medzi geodetickymi zemepisnymi slradnicami j, | apriestorovymi

pravouhlymi siradnicami X, Y, Z
Detail 3
AY

Obr. 1.17. Vzt'ah geodetickych zemepisnych siradnic j , | apriestorovych siradnic X, Y, Z
Na obr. 1.17 je nulty Greenwichsky poludnik nakresleny v rovine obrédzka. Bodom P prechadza
poludnik Ps- P - Py - Ps 0 geodetickej dizke | .V rovine tohto poludnika méabod P pravouhlé
sUradnice dané rovnicami (1.50).

Podra definicie pravouhl ého stiradnicového systému v kap. 1.3.3 aobr. 1.17 plati
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X=xcosl , Y=xsinl , Z=y. (1.70)

Ked’ dosadime do rovnic (1.70) stradnice x a y zrovnic (1.50) dostaneme

Xzicosj cosl = Ncosj cosl ,
w
a . . o
Y ZWCOSJ sinl =Ncosj sinl , (2.71)
_ a 2 . . — 2 . .
Z—W(l- e )smj = N(l- € )smj ,
ked’ priecny polomer krivosti N = % (kap. 1.3.6).
1.3.8  Vypoket dizky oblika poludnika a rovnobezky

Vypotet dizky oblika poludnika (rektifikécia meridianu)

Na merididnove) €lipse leZi bod B(j ). V diferencidng vzdialenosti ds od bodu B je bod
B'(j +dj) (obr. 1.15).

Polomer krivosti meridianu v bode B je M. Z obrézku 1.15je

ds=Mdj apo dosadeni do rovnice (1.61) dostaneme diferencid obluka

ds=all- e?)i- e?sin?j J*°qj . (1.72)

Oblik s od rovnika (j =0°) po bod s geodetickou Sirkou j vypocitame integrécii rovnice (1.72)
i i

s=Mdj =alt- e)fi- e?sin?j ¥ . (173)
0 0

Elipticky integrd na pravej strane rovnice (1.73), ktory nema uzatvorené rieSenie, je mozné

pocitat’ dvojakym sposobom:
1. rozvinutim funkcie (1— e? sin?| )'3/2 do radu podr'a binomickej vety aebo

2. numerickou integraciou na PC. Takmer kazdy softvér, uréeny pre numerické metédy, obsahuje
program pre numerickd integréciu.

Dizka obluka rovnobezky

RovnobeZka o geodetickej Sirke j jekruznicaspolomerom r =Ncosj (obr. 1.16).

Obluk s rovnobezky medzi bodmi o geodetickych dizkach 1, |, je obldkom kruznice
spolomerom r pri stredovomuhle DI =1, -1, t.].

«
s= N cosj I:)I—zﬁcosj D¢ (1.74)
r¢ ra¢

Poznamka: Veicina cosj /r € sazostavuje do tabuliek k argumentu | .
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1.3.9 Povrch ¢asti acelého elipsoidu

Siet’ poludnikov a rovnobeziek vytvara na povrchu elipsoidu elipsoidické lichobezniky (obr. 1.18).
Diferencidlny lichobeZnik méZzeme povaZovat' za rovinny obdiznik o stranach Mdj a Ncosj dl |,
ktorého obsah je

dP =MNcosj dj di (1.75)
Ak dosadime za M, N dostaneme

dP=Mdj d . (1.76)
(1— e?sin?j )2

A A+dA

Ncos¢dA

Obr. 1.18. Povrch ¢asti zemského elipsoidu

Obsah lichobeznika, obmedzeného poludnikmi | 4, | , arovnobeZkami | i, j », by sme dostali
integréciou rovnice (1.76) vmedziach 14,1, aj i, 2. Plocha sa pocita od rovnika (j = 0) po
rovnobezku j 1, resp. j 2

Iy ]
Rl =a2(1- €2))) cyosi [i- e?sin?j )Pl =

I, O

_ 2.77)
J
\ . . .2 .
=a2ll- &), - I,)cyosi f- e*sin?j )7q) .
0
Pocitanaplocha P je
P=plz- Pl (1.78)

Elipticky integrd na pravej strane rovnice (1.77) je mozné (podobne ako u dizky oblika
meridianu) rieSit’ dvojakym spdsobom:

1 rozvinutim funkcie cos; (1— e? sin?j )'2 do rady podl'a binomickej vety alebo

2. numerickou integraciou na PC.
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