1.3.10 Normélovérezy a geodeticka ¢iara nareferenénom elipsoide

Medzi dvoma bodmi na referencnom elipsoide P; a P, s réznymi geodetickymi Sirkami a
diZkami existuji dvanormalové rezy (obr. 1.19).

Vi

Vs

Obr. 1.19. Norméové rezy na elipsoide medzi dvoma bodmi

Normdla n; k elipsoidu v bode P; pretne jeho malli osv bode V;, normdan, v bode P, v
bode V.. Rovinauréenabodmi P; V; P, obsahujetedanormalu n,. Jeto norméovarovinav bode
P,, ktora prechadza bodom P,. Tato rovina pretina rotagny (referencny) elipsoid v priamom
normalovom reze s;. Normélova rovina, obsahujldca normalu n, abod P; preto pretne eipsoid v
spatnom normalovom reze s,. Priamy a spétny normalovy rez s vzajomné normal ové rezy (obr.1.19).
V zgjomné normalové rezy splynd v jedind ¢iaru, ak leziabody P, a P, narovnakom poludniku alebo
narovnake rovnobezke.

Geodeticka ¢iara - najkratSia spojnica dvoch bodov na ploche - je taka ciara, ktorgl hlavna
normdla je v kazdom bode totozna s normaou plochy. Jg geodeticka krivost” (krivost’ pravouhlého
priemetu diZkového elementu geodetickej ¢iary na dotykovi rovinu plochy vo zvolenom bode) je
rovna nule. Z tejto definicie geodeticke) Ciary je zremé, Zze normalové rezy nie st geodetickymi
¢iarami na elipsoide, pretoze této definicia plati len pre vychodiskové body.

Obr.1.20. Geodeticka ¢iara a normélové rezy

Medzi dvoma bodmi na eipsoide existuji vo vSeobecnosti dva normalové rezy, ae len jedna
geodeticka ¢iara s (obr. 1.20).

RieSenie geodetickych trojuholnikov na rotatnom elipsoide (obr. 1.21), bude jednoznatné len
vtedy, ak spojime ich vrcholy geodetickymi ¢iarami, pretoZe si treba uvedomit’, Ze zamerné roviny pri
merani teodolitom pretingj( elipsoid v norméalovych rezoch a teda merané uhly a azimuty sa
vztahuja k normdovym rezom. Preto sa tieto uhly a azimuty redukuja z norméovych rezov na
geodetické ciary.

Naguli je geodetickou ¢iarou hlavna kruznicatzv. ortodréma, v rovine je to priamka.
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Obr.1.21. Elipsoidicky trojuholnik
Vlastnosti geodeticke Ciary

1. Pre geodetickl ¢iaru nafubovorng rotacng ploche plati Clairotova veta: Pre kazdy bod urgite)
geodetickg ciary je st¢in prislusného polomeru rovnobezky (obr. 1.16) a sinusu azimutu hodnota
konstantna

r.sina, = N, cosj ; sina, = kon$t.= k. (1.79)

2. Geodeticka ¢iara pretina poludniky pod dvoma azimutami, ktoré ak st rovnaké, jeden meriame
od severngj vetvy, druhy od juznej vetvy poludnika (obr. 1.22).

Obr. 1. 22. Azimuty geodeticke Ciary

3. Geodeticka ciara, ktora spgja body P; a P, vSeobecne prebieha medzi obidvoma
normdlovymi rezmi s, a S, (obr. 1.20). Uhol n medzi priamym normaovym rezom s a
geodetickou c¢iarou je prakticky rovnaky ako uhol medzi spdtnym normalovym rezom s, a
geodetickou ¢iarou arovna satretine uhla w medzi obidvoma norméovymi rezmi:

w
n»—. 1.80
» 3 ( )

Vo zvl&stnych pripadoch, ked’ st obidva koncové body na rovnakej rovnobezke, normaloveé rezy
splynu do jedného rezu, avSak geodeticka ciara prebieha mimo nich.

Priebeh ¢iar v obecnom sférickom trojuholniku A, B, C je schématicky znazorneny na obr. 1.21.
TenSimi ¢iarami sU vykreslené norméové rezy, hrubSimi ¢iarami geodetické ciary medzi vrcholmi
sférického trojuholnika.

1.4 Referenénagura
RieSenie geodetickych a kartografickych Uloh ss mdéZzeme podstatne zjednodusSit’ tym, Ze sa ¢ast’

plochy referencného elipsoidu nahradi gulou, tzv. referenénou gulou. NajcastejSie sa nahradzuje

plochou gule so strednym polomerom krivosti R=+MN . Napriklad pre byvaé Gzemie
Ceskoslovenska sa ¢asto pouzivala gul'a o polomere, ktory sa rovna strednému polomeru krivosti pre
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strednl zemepisnll Sirku  j ., = 559 (49° 309. Pri rieSeni elipsoidickych trojuholnikov ma gula
nahradny polomer rovny strednému polomeru krivosti elipsoidu pre t'aZisko trojuhol nika.

Na rozdiel od elipsoidu ma gul'a konstantnl krivost' a vSetky jef normdly sa pretingju v strede
gule. Normalové roviny prechadzaj U stredom gule a pretinagj i ju v hlavnych kruzniciach o polomere R.
Obluk, ktory spéja dva body na guli (najkratSia spojnica - geodeticka ciara) je ortodréma. Dizka
ortodromy s sa vyjadruje pomocou stredového uhla (s/ R) r, kder je radian, uhlu 3% (1")
prisiticha dizka asi 31 m.

Loxodréma je krivka, ktora pretina poludniky pod konstantnym azimutom.

Obluky hlavnych kruznic (ortodrém), ktoré spgjaju tri body na guli vytvéraju sféricky trojuholnik.

Sdradnicovym systémom na referen¢nych gulovych plochach je sistava sférickych zemepisnych
suradnic (obr. 1.23)

% (J il I 1 V)1
kde S, je stred referencnej gule,

j jesférickazemepisnasirka,
| je sféricka zemepisnadizka,

V je sféricka vyska

Obr.1.23. Sférické suradnice

1.4.1 Sféricky exces

Sucet vnutornych uhlov sférického trojuholnika je vzdy vassi ako 200° (180°) o hodnotu, ktor(
nazyvame sféricky exces a oznatujeme e. Hodnota excesu zavisi navelkosti trojuholnika a dosahuje
3% (1") v trojuholniku so stranami pribliZne 20 km (v trojuholniku so stranami 1 km je sféricky exces
0,01%).

e= A+ B+ C - 200, (1.81)
kde A, B a C sl merané uhly. Nareferenéng guli s polomerom R vypocitame sféricky exces
zo vztahu

P
=i, (182

kde P je plochatrojuholnika.

Rovnicu (1.82) dokaéZeme takto: Na obr.1.24 je znazorneny sféricky, trojuholnik s vrcholmi
Qa Qs, Qc adiZkovo vyjadrenymi stranami a, b, ¢ tak, Ze strana ¢ leZi v rovine papiera. Plochu
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tohoto trojuholnika oznaéme P. Z obrazku st zregmé d’aSie tri sférické trojuholniky: Qa QsQc S
plochou Pi, QaQs'Qc splochou P, Qg'Qa"Qc splochou Ps, ktoré sa s trojuholnikom Qa,Qg,Qc
dopliaju natri sférické dvojuholniky suhlami A,B a C.

Plochacelg gule Pg= 4p R

Plochy jednotlivych dvojuholnikov (pre uhly vyjadrené v gonoch) budu

Obr. 1.24. Sféricky trojuholnik

RZ
PA:P+P1:4p A,
400
R2
Ps=P+P, - BY,
400
R2
P =P+P; = P C?Y.
400
Po spocitani tychto rovnic dostaneme
2
2P + (P + Py+ P+ Po)= 2';(; (A+B+C). (1.83)

Sucet ploch trojuholnikov v zétvorke na lavej strane rovnice (1.83) déava plochu pologule 2pR

takZe méZeme pisat’:

30

2p R
200
Po Uprave dostaneme

2 6447448

2
2P + 2pRf = (A+B+C).

p=PR AiBicC- 200). (1.84)
200
Vyraz v zatvorke je sféricky exces, takze ho mbzeme vyjadrit’.
200 P
e=——.
p R?

Pretoze 200/p =r (radidn) napiSeme vysledny vzorec v tvare



e=r P (1.85)

R2'

ak dosadime radian v, grédovych sekundéach? r “= 636620 plati rovnica (1.82).
1.4.2 RieSeniedipsoidickych a sférickych trojuholnikov

Pri beZznych triangulagnych pracach siivisiacich s rieSenim elipsoidickych trojuholnikov (s < 60
km) povaZzujeme tieto trojuholniky za sférické na referenéngl guli s polomerom rovnym strednému
polomeru krivosti R= VMN  pre stredn(i zemepisnd Sirku j =(j oa +] o8 +i oc) / 3. VZeobecné
vzorce sférickel trigonometrie nie s z praktického hl'adiska vhodné pre rieSenie tychto trojuholnikov
(strany st vyjadrené v uhlovej miere a sti vel’mi malé vzhl'adom k polomeru gule; vypocty je potrebné
vykonavat’ s vel’kym poétom desatinnych miest), preto sa sférické trojuholniky rieSia zvlastnymi
metddami: excesovou a adimentovou metodoul.

Excesova metdda je zaloZzend na Legendreove vete: , Sféricky trojuholnik méZzeme v geodézii
rieSit’ ako rovinny s rovnakymi stranami, ak zmenSime kazdy jeho uhol o tretinu excesu?. Ak je napr.
dandstrana a sférického trojuholnika, obr. 1.14, vypocitame jeho strany b a ¢ so sinusovej vety

a:b:c=sinA :sinB :sinC, (1.86)
kde A=A-£ B=B-& c=c-&. (1.87)
3 3 3

Aditamentova (Soldnerova1920) metéda

Pri teito metdde ma ndhradny rovinny trojuholnik dva uhly rovnaké ako sféricky trojuholnik
(obr. 1.25).

Obr. 1.25 Sféricky arovinny trojuholnik

Vo sférickom trojuholniku je sicet uhlov vacsi ako 180° o sféricky exces. Nahradny rovinny
trojuholnik marovnaké uhly a, b alemakratSie strany a, b". Podl'a sférickeg sinusovej vety na guli
o polomere R plati

sin a
snA R
nA_ E . (1.88)
SNE - gn =
R
V néhradnom rovinnom trojuholniku je sinusova veta
snA _ a(
—_—=— (1.89)
snB b¢
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stranu b, od strany a sférického trojuholnika odpocitame hodnotu linedrneho aditamentu

: . - . b -
Rovnice (1.88) a (1.89) porovname afunkcie smE a smE rozvinieme do radu podra Mac

. . . . . 2 x> X 2 x> X
Laurina. Rozvoj funkciesinx matvar SINX=X- —+—- —+..=X- —+—- +.
3 5 7 6 120 5040
Na vyjadrenie rozvoja funkcie sinus postacia prvé dva ¢leny
a a3 .. a3
¢ 3 2
a,R B6R"__ 6R” (1.90)
b¢ b pd b b*
R 6R° 6R?
Z rovnice (1.90) vyplyva, Ze strany v nahradnom rovinnom trojuholniku maju hodnoty
3 3
at=a- a—2 a bt=b- b—2 . (1.91)
6R 6R

Druhé vetné ¢leny v rovniciach (1.91) predstavuju linearny aditament (pridavok).

Pri rieSeni sférického trojuholnika, ak madme danu stranu aauhly A, B apotrebujeme vypoditat’
3

R
3
_ a
at=a- Rz (1.92)
Potom zo sinusove) vety mézeme vypocitat’ stranu b’
b¢= aq;sm_B .
sin A
Stranu b vypocitame tak, Ze k strane b’ pripo¢itame prisluny linedrny aditament b%6R?
_ b®
b=bo+—z (193)

Hodnoty linedrneho aditamentu v S JTSK pre R= 6 380 703,6105 st uvedené v tab. 1.1.

Linedrny aditament

Tab. 1.1
[ 10 km 20 km 30 km 40 km 50 km 75 km 100 km
SY/6R? 4,1 mm 32,7 110,5 262,0 511,7 17270 4093,7
mm mm mm mm mm mm

Ak dizky ssi kratSie ako 10 km avyZadujeme presnost’ vypoétov na cm, vtedy vypodty vo

sférickom trojuholniku rieSime ako Ulohy v rovinnom trojuhol niku.

Excesova metdda je vhodna na vypocet diZok strén v trojuholnikoch, ked’ je dana jedna strana
auhly. Aditamentova metdda je vhodna na vypocet diZok v trojuholnikovych retazcoch, ked bola
dand vychodiskova strana aked’ ide ovypocet koncovej strany. Vtedy pocitame len aditament
vychodiskovy a koncovej strany. Aditamenty ostatnych strén ret'azca nie je potrebné pocitat’.
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Priklad 1:

Ulohou je uréit stredny polomer krivosti pre taZisko elipsoidického trojuholnika (Besselov
elipsoid). Dané st geodetickeé Sirky vrcholov trojuholnika

Oc

0, Milotin) ¢, =55,7074¢2,
0z (Krivai) ¢, = 56,1728¢,
Q¢ (Pilsko) @ =56,15528.

Merididnovy, priecny i stredny polomer krivosti uréite vypoctom a kontrolu vykonajte uréenim
stredného polomeru krivosti z tabuliek.

a) Vypocétom:
Parametre Besselovho elipsoidu si: a= 6 377 397,155 m,
b= 6356 078,963 m,
€ = 0,006 674 372.
Stredna geodeticka &irka j ¢ =(j o +] 5 +j ¢ ) / 3= 56,0118°.
Meridianovy polomer krivosti:

Ve a 1- )

77 6 372684 m,
(1- €2 sin?j )
Prie¢ny polomer krivosti:

N=— &  -6390074m.

J1- €?sin?j
Stredny polomer krivosti: R= v MN =6 381 373 m.
b) Z tabuliek:

Kontrolu vypoc¢tu stredného polomeru krivosti  sme vykonali pomocou Schreiberovych tabuliek
(J.RySavy: VySSi geodesie). Pre pracu s tymito tabulkami prevedieme j ¢ z gonov na Sest'desiatinné
delenie tj. stupne a minaty j 2 = 50° 24,64¢ (Gony na stupne prevedieme vynasobenim
0,9 - 56,0118 . 0,9 = 50,41062°, ¢ast’ za desatinnou ¢iarkou prevedieme na minGty vynéasobenim
0,6 - 0,40162 . 0,6 = 24,64¢).

logR pre50°20¢  =6,80491 360

pre 464¢ = 53

pre 50° 24,64¢ = 6,804 91 413 R=6381373m.
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Priklad 2:

Ulohou je vypocéitat dizku strany a na Besselovom elipsoide excesovou metddou. Dané st uhly
A=67,72598°, B ="54,59209° astrana c =60 079,63 m. Ide o ten isty elipsoidicky trojuholnik, ako
v priklade 1. Hodnoty geodetickych Sirok preberieme.

Pre tazisko elipsoidického trojuholnika vypocitame stredny polomer krivosti (preberieme ho z
prikladu 1), vypoéitame plochu trojuholnika a sféricky exces pre referencni gul'u. Opravime merané
uhly a nakoniec zo sinusovej vety vypoéitame dizku a naBesselovom elipsoide.

Plochu P vypogitame ako v rovinnom trojuhol niku:
b= c®’snAsnB _ c?sinAsinB

: == =1,2704.10° m.
2sinC 2sin(A+ B)

Sféricky exces. e* =r « R_P2 =19,862%, (r*=636620%).

Pri aplikécii excesovej metddy sa dizky ponechaj a uhly sazmensia o tretinu excesu:
A=A- % =67,725329 , B =B- % = 54,59143°,

Nakoniec dosadenim do sinusovej vety (pre rovinny trojuholnik) vypogitame dizku strany a na
dipsoide:
snB

sin A

a=c¢c

= 55923,89 m.

14.3 RieSeniezakladnych geodetickych tloh na guli
Z&ladné (tiez hlavné) geodetické Ulohy st definované (pre gul'u g elipsoid) takto:
|. z&kladnéa geodeticka tloha:

S0 dané geodetické stradnice j 1, | 1 bodu Py, azimut a;, adiZka geodetickej ¢iary s, na bod P..
Mame vypocitat’ geodetické sliradnice j ,, | , aazimut ax v bode P, (obr. 1.25).

I1. zakladna geodeticka uloha:

SG dané geodetické stradnicej 1, | 1 aj », | ;bodov P, aP,. Méame vypoéitat dizku geodetickej
krivky s;, aobidvaazimuty a;, aa,; Vv danych koncovych bodoch krivky.

Vo sférickom trojuholniku (obr. 1.25) platia vzt'ahy podl'a nasledovnych vzorov:

cosa=cosbcosc+sinbsnccos A

cosA=- cosBcosC +sinBsinCcosa
: . _SnA
snC=snc——

sina

e

£

Obr. 1.26. Sféricky trojuholnik



RieSenie: |. zakladnej geodetickej tlohy na guli v zemepisnych stiradniciach

Naguli s polomerom R jedany bod Pi(j 1,| 1), dizka geodetickej krivky (ortodromy) s medzi
bodmi P, aP, ajg azimut v bode P;. Mame vypocitat’ siradnice aazimut v bode Pa(j ,,l 2,A7).

sev. pol

=0

’ (‘Phll)
Obr. 1.27. Zé&kladné geodetické ulohy na guli
Vo sférickom polarnom trojuholniku P;P,P (obr. 1.26) plati kosinusova veta

cos(90°-j 2)=cos:(90°-j l)cos%+sin(90°-j l)sin%cosA1
po Uprave
- - s . .S
sinj , =sinj lCOSE+COSJ lsmEcosAl (1.99)
Dalgj je podra sinusovej vety
sin . sin
S —Ai —sms—iAi

snDl =sin—— : —
Rsin(90°-j ,) Rcosj ,

(1.95)

. . . . SInA . snDl
sin(180° - =9nA¢=-snA =cos = CO0S 1.96
( Ag)=sin Ag A Zcos ;o Ees R (1.96)

Z rovnice (1.94) vypogitame j ,, zrovnice (1.95) DI adale |, =1, + Dl . Kvadranty uhlov DI
a j » saur¢iavypoétom z kosinusovych viet vo sférickom trojuhol niku.

RieSenie|l. zakladné geodetické ulohy na guli v zemepisnych siradniciach

Na guli spolomerom R sU dané zemepisné stradnice bodov Py(j 1,l 1) aPi(j 1,1 1). Mame
vypogitat dizku oblika geodetickej ¢iary (ortodromy) s, medzi bodmi P, a P, a azimuty A, A,
v tychto bodoch.

Vo sférickom trojuholniku (obr. 1.26) platia Neperove analdgie

A+B_cos—

2 a+b
cos———
2

C
t cotg—,
g 92
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A- B 2 C

t = cotg—.

9 2 . a+hb g2
S

V Seobecne platné vzt'ahy goniometrickych funkcii su:

cos(-a) = cosa,
sin(-a) =-sina,

tg (-a) = -tga,
cotg(-a) = -cotga,
tg(j +90°) = -cotgj ,
tg(a-90) = -cotga,
cos(90-j ) =sinj .

Preuhly (A, +(180°- A$))vo sférickom trojuholniku (obr. 1.26) plati

(290712 (90-14)8

Ci
tgAl_ Ag+180: e 2 COth
2 a90-j,+90- 120 2
cosg
e 2 @
J J 2
COS
-cotgAl_Ag: 2 cotg—
2 Sin 1+12
2
j1+] 2
Sin
tgAg_Al: 2 g
2 COSJz'Jl
2

Pri odvodeni rovnice (1.93) sme pouzili Upravy:

BG%A& ae%Alo

cotgg v-cotgg
(4] ﬂ
(11J2 89]2']10_ J 2701
—CO% COST,
COS(18O- (izl +j 2))=sinG 12] 2).

Pre uhly (A1 - (180° - Ag)) vo sférickom trojuholniku (obr. 1.26) plati

(1.97)



18901 2 (90-4)0

Sl =
tgA1+Ag-180 _ g | 2 | "g g2
2 Sin@O-J , +90-] 19
2 2
J1-) Snaﬁj 2-j 19
sin T
—cotgA1+Ag- er .cothZI— g +2 ﬂ.cothI— /.-1
cos’ 2 J 2 COSJ 1% 2
2 2
J17te
COS———
+ Dl
At 2 D (1.99)
2 Snj Z_J 1 2
2

Pri odvodeni rovnice 1.94 sme pouZili Upravy:

dnglz_llQZ—Sin@Z-Jlg.
e 2 g e 2 g

Lavé strany rovnic (1.97) a (1.98) vypocitame z funkcii arctg pravych strén rovnic. St¢tom

arozdielom upravenych rovnic 1.97 a1.98 vypocitame nezname uhly A; aA,.

_A-A ALHA
Ag= 2 T2
_AHA A A
A= 2 2 @
A, = Ay +180°. (1.99)

Podr'a sinusovej vety je da g
lore i in(00° - i
snS =gnpl SO0 ) gy SNI0°- ;) (90 j2),
R sin(180°- Ag) sin A
Po Uprave, ked” sme pouZili (sin(180 - A§)) =sin Af dostaneme
O _gnp &9 2 (1.100)
sin A snA

Z rovnic 1.100 vypo¢itame s/R v uhlovej miere; dizka oblUka (strany) v dizkovej miereje

sn> =sinDl
R

s =S R (1.101)
Rra¢
Kvadranty azimutov A;, A{ a kladny alebo zdporny zmysel dizky s sazvyéajne uréuje namape,

na globe alebo z vhodného obrazka.
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