7. TROJROZMERNA GEODEZIA

Vo Svetovom geodetickom systéme polohu bodu uréujeme geodetickymi  zemepisnymi
stradnicami j, | avySkou Hy nad nulovou vzt'aZznou plochou. Zemepisné slradnice j, |
zodpovedaju priemetu bodu, ktory leZi na terénnom reliéfe Zeme, na normée k referencnému
elipsoidu. Vyska Hy sa vztahuje ku kvazigeoidu (vo vySkovom systéme Bpv), uréuje sa
z nivelagnych a gravimetrickych merani. V si¢asnom obdobi sa na vyjadrenie polohy avysky bodu
pouzivaj U rdzne vzt'azné plochy.

Polohu bodu na elipsoide, resp. na zemskom povrchu vyjadrujeme tiez priestorovymi pravouhlymi
stradnicami X, Y, Z vo svetovom sUradnicovom systéme (WGS-84). (Pozn.: v S-JTSK oznagujeme
stradnice bodov v, x, H). Takéto vyjadrenie priestorove) polohy bodu oznagujeme trojrozmerna
geodézia alebo priestorovd geodézia. V si¢asnom obdobi trojrozmernd geodézia nadobuda
mimoriadny vyznam s aplikovanim metéd globdlneho uréenia priestorove) polohy bodov (GPS).
Metodu GPS zarad’'ujeme do geodetickej discipliny s pomenovanim kozmické geodézia.

Vysledkom merani GPS st priestorové siradnice X, Y, Z v slradnicovom systéme WGS-84. Zo
systému WGS-84 do S-JTSK prechadzame transforméciou stradnic. Ulohou vySSg) geodézie je tiez
transformacia slUradnic vramci trojrozmerng geodézie. lde otransformacné vztahy medzi

zemepisnymi stradnicami j , |, H apriestorovymi stradnicami X, Y, Z.
7.1 Transforméciasiradnicj, | ,H na X,Y, Z.

Vzt'ah medzi geodetickymi zemepisnymi stradnicami j, |, apravouhlymi siradnicami X, Y, Z
sme odvodili v kap. 1.3.7. Priemet bodu P na €elipsoide je v bode Po, body P aP, maju rovnaké
zemepisné stiradnice j, | (obr. 7.1). Priestorové stradnice bodu Pq v geocentrickom slradnicovom
systéme su

X, =Ncosj cosl ,
Y, =Ncosj sinl (7.1)

Z, =N[1- €?)sinj .

H{ |Hy

Py

E
Obr. 7.1. Transforméaciasiradnic j, | ,H na X, Y, Z Obr. 7.2. Vy3ka kvézigeoidu nad elipsoidom
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Bod P jeod bodu Pqvo vzdialenosti H (elipsoidicka vyska bodu P). V rovine meridianove
eipsy bodu Py, mabod P slradnice

x=(N+H)cosj ,

y=|N{1- e?)+H]sinj . (7.2)
Ak dosadime rovnice (7.2) do rovnice
X =xcosl , Y=xsinl ,Z=y (7.3)

dostaneme priestorové pravouhlé stiradnice bodu P

X =(N+H)cosj cosl ,

Y =(N+H)cosj sinl , (7.4)
Z =|N(t- €?)+H]sinj .

Elispoidicka vyska H bodu P je si¢tom normaneg vysky Hy avysky x kvazigeoidu Q nad
elipsoidom E (obr. 7.2)

H=H,+x (7.5)

7.2 TransforméaciasiradnicX,Y,H naj, | ,H

Pri niektorych Specidnych Ulohach trojrozmerng geodézie je potrebné transformovat’ pravouhlé
stradnice X, Y, Z nazemepisné siradnice j , | aH.

Geodetickl dizku | vypocitame predelenim prvych dvoch rovnic (7.4)

Y
tol = 7.6
g X (7.6)
Zovztahu
/Xz +Y2 Z\/(N + H)z COSzj (C032 | +sin?l ):(N + H)COSj (7.7)
avzt'ahov (7.4) vypocitame
sinl =L a cosl =—X : (7.8)

lx2+Y2 ¢X2+Y2

Geodetickd Sirku j  vypocitame aproximéciou vzt'ahu

Z :[N(l- e2)+HJsinj _(N+H)sinj - Ne’sinj g Ne? G . (79
IXZ+v? N + H cosj (N +H)cosj EERVITEL

Po Uprave tgj bude

(7.10)

. Z N e -
tg = + e’tg)
JXT+y? N+H
V rovnici (7.10) sineznAme N, H aj .V 1. aproximécii sohladom na nepomerne v&tSiu
hodnotu N ako H polozime N /(N + H):1. Potom dostaneme
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tgj = \/ﬁ (1_1e2). (7.12)

Ozname €’ = a’ _2b2 a e = a2b-2 2 . Prva rovnicu odpogitaime od 1 adruhd rovnicu
pripocitame k 1. Dostan?eme

1-¢€° :Z—z a l+et :Z—j (7.12)

Orovniciach (7.12) plati

i- e?)(1+ec)=1 (7.13)

S uvézenim rovnice (7.13) priblizné rovnice (7.11) budld mat’ v 1. aproximacii tvar

. Z(1+e¢)

(7.14)

t .
Ve

. o o a
K hodnote j ' vypogitame zodpovedaj(ci priecny polomer krivosti N' =

h-e?sin?j ' )o

Z rovnice (7.7) vypocitame vzt'ah

(N+H)= —“ﬁ:st’Yz , (7.15)

ktory dosadime do rovnice (7.10)

_ z N Ne’ snj _Z+ Ne? sinj
IXZ+y2  IxZa+yz oosi xZ4y?

CoSj

(7.16)

Druh priblizni hodnotu j " dostaneme, ked” j ' a N' dosadime do rovnice (7.16)

! _Z+N'ée*dnj !
g = ran

Postup opakujeme: k hodnote j " vypogitame N'"azrovnice (7.17) vypositame j ",

(7.17)

ad'.

Aproximéacia zemepisng Sirky j kon¢i ak rozdiel vysledkov dvoch po sebe idlcich
aproximacii spini vzt'ah

|j (+1) _ | |<e. (7.18)

Kde i vyjadruje poradie aproximécie a e je vyzZadovana presnost’ uréenia slradnice | .
Spravidlauz j "' =j .

Z rovnic (7.4) arovnice(7.7) vypocitame elipsoidickd vysku H

X Y z (1_ ez):\/XZ-YZ_

H=— "> - N=—— - N=—“_-N :
cosj

= - = - — N. (7.19)
cosj cosl cosj cosl sinj
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7.3 Smeroveé kosinusy priamej spojnice bodov

Smerové kosinusy potrebujeme k rieSeniu priestorového pretinania napred. Daej si uvedieme ich
vypocet.

Priestorova poloha priamgj spojnice S, medzi bodmi Py(Xy, Y1, Zy) aPy(Xs, Y,, Z5) je uréena
smerovymi kosinusmi, ktoré oznatime cosa =l;,, cosb =m, a cosg =ny, (obr. 7.3)

Xz'xl_Yz'Yl_Zz'Zl

S, = (7.20)
I 12 m12 r112

O smerovych kosinusoch plati

12, +m’, +n2 =1. (7.21)

X

| -
[ Yr-h
‘H““M\J,j&l’fl

Cosa = Em Cosﬁ =Mm,,,Co8y = n,

Obr. 7.3. Priama spojnicanaguli

Ked’ budeme mat’ dané stradnice bodu Py(Xy, Y, Zy), diZku priamej spojnice S, aje smerové
kosinusy 11, My, a ny, Slradnice bodu P,(X,, Y., Z,) vypocitame podl'arovnic

X2 :Xl+812|12 ! Y2 :Yl+812m12’ ZZ :Zl+812n12' (722)

Na vypocet smerovych kosinusov potrebujeme poznat’ geodeticky zenitovy uhol Z;, ageodeticky
azimut A, priamg spojnice bodov P;P,. Okrem toho podra predchadzajlce) kapitoly je potrebné
vypocitat’ zemepisné stradnice bodu Pl(j Ll l).

Stradnicovy systém X, Y, Z pootocime okolo osi Z o geodeticktl zemepisnti dizku |, bodu P;.
Novy systém a stradnice v iom oznaéme X', Y', Z" (obr. 7.4).
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Obr. 7.4. Transformécia stradnic
Transformované stradnice budd
X(=Xcosl ; +Ysinl,, X(=Ycosl,- Xsnl, Z =7 (7.23)

Smerové kosinusy  1{,, mf,, n{, v novom slradnicovom systéme budu uréené podobne ako
v rovniciach (7.20)

Sl =X§- XL, S,mf, =Y§- Y[, Spnf, =25 - Zf. (7.24)
Do rovnic (7.24) dosadime transformované siradnice z rovnic (7.23) prebody P; aP,

Sl =(X, - X, )cosl, +(Y, - Y,)sinl ,,

S,mk, =(Y, - Y;)cosl , - (X, - X,)sinl 4, (7.25)
Sonk =(25- Z,).

Rovnice (7.25) upravime pomocou rovnic (7.22). Dostaneme smerové kosinusy v novom
sUradnicovom systéme

I, =1, cosl , +m,, sinl ,,
mf, =my, cosl , - I, sinl, (7.26)

m =Ny, .

Na jednotkove guli (obr. 7.5) Z; je geodeticky zenit bodu P;. SUradnicové osi hového systému st
X', Y, Z. Smer nabod P, pretina jednotkovu gul'u v bode S Z obr.7.5 odvodime smerové kosinusy.
Na vypocet pouzijeme geodeticky zenitovy uhol Z;,, geodeticky azimut Ag,, geodeticku Sirku j 1
asmerové uhly a, b, g Kosinusy smerovych uhlov a, b, g predstavuju smerové kosinusy 1¢,, m{, a

ng.
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Obr. 7.5. Smerové uhly priamej spojnice P;P,

K osinusov( vetu pre dizky
cosa = cosbcosc+sinbsinccosa (7.27)

aplikujeme v trojuholnikoch Z;X'S, Z,Y'S a Z,Z'S, z ktorych vypocitame smerové kosinusy priamej
spojnice bodov P;P, v novom systéme XY Z'

cosa =1¢, =cosj ,cosZ, +sinj ,sSnZ,, cos(200g - Alz),

cosb =mg = cos100° cosZ,, +sin100° sinZ,, cos(lOOg - Aiz), (7.28)

cosg =ng =cos{l00? - j ,)cosZ,, +sin(100- j ,)SiNZ,, COSA,, .

V rovniciach  plati: cos(200g - A12)= - cosAlz,cos;(loog - Alz):sin A,, co0sl100° =0,
sin100° =1. Vysledné hodnoty smerovych kosinusov s

cosa =I1¢, =cosj ,c0sZ,, - Sinj ,SINZ,, COSA,,,

cosb =mg, =sinZ,,sinA,,, (7.29)

cosg =n§, =sinj , cosZ,, +cosj ,SINZ,, COSA,,.

Po porovnani rovnic (7.26) a (7.29) dostaneme

I, cosl,+m,sinl, =cosj ,cosZ;, - Snj ;SINZ,, COSA,,,

my,cosl , - 1,snl, =sinZ,snA,, (7.30)

n, =sinj ; c0SZ,, +CoSj ; SN Z,, COSA,,.

Smerovy kosinus ny, je priamo uréeny v rovnici (7.30) . Smerové kosinusy 1, amy, dostaneme

rieSenim prvych dvach rovnic (7.30) tak, Ze postupne vyjadrime my, a I,
_sinZ,sinA, +1,snl, I _mycosl,-snZ,snA,
- ’ 12 — ’

cosl sinl

2
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ktoré dosadime do prve rovnice (7.30), ¢im dostaneme kosinusy v tvare
I, =cosj ,cosl,cosZ, - sinj,cosl ;sSnZ, cosA,-sinl ;sSnZ,,snA,,
m,, =cosj , sinl , cosZ,, - sinj , sinl ;sinZ,, cosA;, +cosl ; sSinZ,, SN A,,, (7.32)
n, =sinj ; c0SZ,, +Cosj ; SN Z,, COSA,,.

Ak v rovniciach (7.31) namiesto indexu , 1 napiSeme ,i“ anamiesto indexu ,2¢ napiSeme,,j*
dostaneme kosinusovy 1, m;, n; pre priamu spojnicu bodov PP,.

7.4 Prvéa zékladna uloha v priestorovych pravouhlych siiradniciach

Majme dané geodetické zemepisné stradnice j 1, | ; avysku H; bodu P,;. Na bod P, meriame
priamu spojnicu S, geodeticky zenitovy uhol Z;, ahorizontélny uhol w,, medzi smerom, ktorého
geodeticky azimut pozname, resp. vypocitame.

Geodeticky azimut A vypocitame z rovnice

A = Ay W, (7.32)

Azimut A; vypocitame zo siradnic bodu A ,,1,) a A ;,I,)postupom uvedenym v kap.
1.4.3 pre 1. z&kladnu geodeticku ulohu.

Podra rovnic (7.4) k hodnotdm geodetickych zemepisnych siradnic j ;, |3, H; vypocitame
priestorové pravouhlé siradnice Xy, Yi, Z;. Dosadenim danych hodnbét j ,, | ; aodmeranych hodnét
Z15, A, do rovnic (7.31) vypocitame smerové kosinusy 112, myy, Ny, Priestorové pravouhl é stradnice
bodu P, (X, Ys, Z5) vypocitame podlarovnic (7.22).

7.5 Priestor ové pretinanie napred

Mame dané geodetické zemepisné stradnice bodov Pi(j 1, | 1, H) a P2 (j 2, | 2, H2), geodetické
azimuty Ags, Ags, zenitové uhly Z;z aZys priamych spojnic nabod Pa.

Ulohou je vypogitat’ stradnice bodu Ps(Xs, Ya, Zs) resp. Ps(j 3, | 3, Ha).

V dang Ulohe rieSime priestorové pretinanie napred z odmeranych horizontalnych azenitovych
uhlov.

Postup vypoctov:
1. K bodom Pi(j ;, | ;, H;) vypocitame Pi(X, Yi, Z) (i =1, 2) podlarovnic (7.4)

2. Podra rovnic (7.31) vypocitame smerové kosinusy 1z, Mz, Nz a lxs, M3, Ny priamych
spojnic S, Sps.

3. Dizky priamych spojnic medzi danymi bodmi P,, P, aur¢ovanym bodom P; vypocitame
podobne ako u vzt'ahov (7.20)

Xs' Xl =Y3'Y1 :Zs' Zl
I; my; N3

=S, (7.33)
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Nadbytocny pocet rovnic dovoluje uréit’ priame spojnice S, aSy vyrovnanim MNS. Rovnice
oprav zostavime postupom napr. pre siradnicu X

X3 =135+ Xy, (7.34)
X3 =155, +X,.

Druhd rovnicu (6.34) odpocitame od prve adostaneme rovnicu opravy. Podobne zostavime g
d’alSie rovnice oprav

Vy =133S;3- 1S, +(X1 - Xz)a
Vy = My3Si5 - My Sy, +(Y1 - Yz) ) (7.39)
Vz = NSz - NSy +(Zl - Zz) .

K rovniciam (7.35) zndmym postupom napiSeme vektor oprév v tvare

Vizg) = Az Xy tley (7.36)
PR P S, Xi- X,
kde Az =|Myg- My Xpq) = 83 ey =Y Y,
Nz - Ny = Z,- 7,
avypocitame priame spojnice Sz, S
X(21) = ?3 =-(aTA)*AT . (7.37)
23

4. Priestorové pravouhlé stradnice bodu Ps(Xs, Ys, Z3) vypocitame dvakrat podlarovnic

X3 =X, +13S;, X3 =X, +13S,,
Y; =Y, +m;S;5 Y3 =Y, +MySy; (7.38)
Zy3=2,+N;3S;, Zy=2Z,+Ny3S, .

Ako vysledok prijmeme aritmeticky priemer z vypocitanych hodnét slradnic v rovniciach
(7.38).

5. K stradniciam bodu P5(X3, Y3, Z3) vypocitame stradnice Ps(j 3, | 3, Ha) podlavzt'ahov v kap.
7.2.
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